
M .V.LOMONOSOV MOSCOW STATE UNIVERSIТY 

Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics 

Sadovnichaya I.V., Fomenko T.N., Кhoroshilova E.V. 

MATHEMATICAL ANAL YSIS 
REAL NUMBERS, LIMIT OF NUMBER SEQUENCE: 

THEORY AND PROBLEMS 

Text-book 
f or 1-st year university students 

Under general editorship Ьу V.A. Ilyin, 
тетЬеr of Russian Academy of Sciences 

мoscow - 2011 

с 

МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 
имени М.В . ЛОМОНОСОВА 

Факультет вычислительной математики и кибернетики 

И.В. Садовничая, Т.Н. Фоменко, Е.В. Хорошилова 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ЧИСЛА И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ: 

ТЕОРИЯ И ЗАДАЧИ 

Учебное пособие 

для студентов 1 курса университетов 

под общей редакцией 
академика РАН В.А. Ильина 

МОСКВА - 2011 



УДК 378(075.8):517.2 
ББК 22.161я73 

з6М 
с -1113 

С14 

Печатается по решению Редакционно-издательского совета 
факультета вычислительной математики и кибернетики 

МГУ имени М.В. Ломоносова 

Рецензенты: 

доценты факультета ВМ:К МГУ 
к.ф.-м.н . Тихомиров В .В., д.ф. -м.н . Фомичёв В.В. 

Садовничая И.В., Фоменко Т.Н.;Хорошилова Е.В. 

С 14 Математический анализ: Вещественные числа и последова-

тельности: Теория и задачи: Учеб. пособие для студентов 1 курса 
университетов. - М.: Издательский отдел факультета ВМиК МГУ им. 
М.В. Ломоносова (лицензия ИД N 05899 от 24.09.2001 г.); МАКС 
Пресс, 2011. - 80 с. 

ISBN 978-5-89407-457-3 
ISBN 978-5-317-03797-0 

Издание посвящено теоретическим и практическим аспектам тем «Вещественные 
числа» и <<Предел числовой последовательности», изучаемых в первом семестре в 
рамках программы курса математического анализа. Оно основано на опыте чтения 
авторами лекций и ведения практических заюrrnй на факультете ВМК МГУ. Посо­
бие содержит 3 главы, первая из которых посвящена понятию вещественного числа, 
его алгебраической и геометрической интерпретации, операциям над веществен­
ными числами и их свойс111ам, проблеме полноты арифметики вещественных чи­
сел. Во второй главе излагается теория последовательностей вещественных чисел, 
вводится понятие предела последовательности, изучаются свойства сходящихся по­
следовательностей, замечательные пределы и способы их вычисления. В третьей 
главе приводится набор задач по всем рассматриваемым разделам, часть из которых 
излагается с полным решением, а часть дается для самостоятельной работы студен­
тов . Цель данного учебного пособия - помочь студенту в изучении теоретической 
части и приобретении практических навыков решения задач по темам «Веществен­
ные числа>> и «Предел числовой последовательности». 
Для студентов университетов . Издание может бьrrь полезно также преподавате­

лям, читающим лекции и ведущим практические занятия по математическому ана­
лизу и всем, кто желает самостоятельно изучить данные темы или более подробно 
с ними ознакомиться . 

НАУЧНАЯ 
БИБJIИОТЕКА 7 

МГУ 

ISBN 978-5-89407-457-3 
ISBN 978-5-317-03797-0 

УДК 378(075.8):517.2 
ББК 22.161я73 

© Факультет вычислительной математики 
и кибернетики МГУ имени М.В. Ломоносова, 2011 

©Садовничая И.В" Фоменко Т.Н., Хорошилова Е.В., 2011 

ПРЕДИСЛОВИЕ _ _ _____________ ,04 

ГЛАВА 1. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ЧИСЛА ___________ 05 

§1. Элементы теории множеств. Операции над множествами . Отображе-
ния множеств . Мощность множества 05 

§2. Отношения на множествах. Эквивалентности , порядки. Фактор-мно-

жество. Понятие об алгебраической системе 09 

§3. Вещественные числа. Числовая ось . Сравнение вещественных чисел. 

Приближение вещественных чисел рациональными 12 

§4. Алгебраическая система . (арифметика) вещественных чисел. Ее пол­
нота. Различные модели постро.ения арифметики вещественных чисел 

18 

ГЛАВА 2. ЧИСЛОВЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ______ 27 

§1. Понятие последовательности. Ограниченные и неограниченные , бес-
конечно малые и бесконечно большие последовательност 27 

§2. Сходящиеся последовательности и их свойства _________ 29 

§3. Монотонные последовательности _________ ______ ,33 

§4. Предельные точки последовательностей ____________ 37 

§5. Критерий Коши сходимости последовательности ________ 41 

ГЛАВА 3. ЗАДАЧИ ------------------'42 

§1. Задачи к первой главе __________________ .42 

§2. Задачи ко второй главе·------------------·46 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ ____________ 64 

5 



ПРЕДИСЛОВИЕ. 

Уважаемые читатели! Наше учебное пособие содержит 
материал по темам «Вещественные числа>> и «Предел числовой 
последовательности» в объёме программы по математическому 

анализу для студентов первого курса факультета ВМК (как 
специалистов, так и бакалавров) и некоторые дополнения . 

В пособии 3 главы. В 1 и 2 главах излагается 

теоретический материал, в 3 главе предлагаются задачи по всем 
разделам первых двух глав. 

В первой главе, написанной Т.Н. Фоменко, излагается 
теоретический материал по теме «Вещественные числа>>. Более 

мелким шрифтом и горизонтальными линиями здесь выделен 
дополнительный материал, не входящий в программу 1 курса 
факультета ВМК. Мы поместили его для полноты изложения 

данной темы. Во второй главе, написанной И.В.Садовничей, 

содержится теоретический материал по теме «Предел числовой 

последовательности». В каждой из первых двух глав своя 

двойная нумерация определений и всех утверждений, с 

указанием номера параграфа. В третьей главе, написанной 

Е.В.Хорошиловой, помещены задачи по всем разделам первых 

двух глав. В ней содержатся не только задачи из известного 

задачника Б.П.Демидовича, но и из дРУГИХ источников. Наряду 
с вычислительными задачами, приводится ряд задач на 

доказательство. Мы полагаем, что их решение является одной из 

наиболее эффективных форм усвоения теоретического 

материала. При этом часть задач приводится с подробными 
решениями, а остальные даются для самостоятельной работы 

студентов. Все задачи снабжены ответами, а в некоторых 
случаях указаниями к решеншо. 

В конце пособия мы приводим список основной и 
дополнительной литературы, где перечисляем учебники и 

задачники, которые использовались нами при составлении 

данного пособия, а также некоторые источники для 

дальнейшего знакомства с изложенными в пособии темами. 

Пособие предназначено, в первую очередь, для студентов 
первого курса факультета ВМК МГУ, а также для 

первокурсников других университетов, изучающих 

математический анализ. Мы надеемся, что оно окажется 

полезным как студентам, так и преподавателям при изучении 

или преподавании данной темы. 

И.В.САДОВНИЧАЯ, Т.Н.ФОМЕНКО, Е.В.ХОРОIШ1ЛОВА. 

Глава 1. Вещественные числа. 

§1. Элементы теории множеств. Операции над множе­
ствами. Отображения множеств. Мощность множества. 

Определение 1.1. МноЭtСесmвом назъ~вают совокуnностъ обr,-
ектов nроизволъноil природы, назъ~ваемъ~х его элементами. 

Примеры. 

1.1) множество точек на пряыой; 
1.2) множество студентов в аудитории ; 

1.3) множество натуральных чисел N; 
1.4) множество целых чисел Z; 
1.5) множество рациональных чисел Q. 
Если элемент а принадлежит множеству А , то пишут: а Е А . Если 

все элементы множества В содержатся в множестве А, то говорят, 

что В является nод.мnо:J1сество.м А , и пишут: В ~ А . Если при этом в 

множестве А есть элементы не принадлежащие В, то пишут: В С А. 

Пустъ~.м .множеством называют условное множество, в котором нет 

ни одного элемента. Оно обозначается символом 0. Пустое множество 
принято считать подмножеством любого множества . 

Способы задания множеств. 

1. Пере"{ис.ление элементов множества (например: А= {1 , 5, 7, 9} ); 
2. Въ~деление признаков, характеризующих элементы данного мно­

жества (например : kZ = { х Е Z/x - число, кратное k} , где k > 1 -
фиксированное натуральное число); 

3. Задапие хара-ктеристи"{еской функv,ии множества А (в виде 
таблицы ее значений или графика). Это функциях : В -> {О, 1}, 
определенная на некотором множестве В, А ~ В, которая задается 

так: х(х) = ) 'F , { 
О х d А 

1, х Е А. 
Основные операции над множествами. 

Определение 1.2. Об~>единением двух .мно:Jкеств А и В на­
зъ~ваеrпс.я мно:Jtсество А U В, эле.мента.ми которого .явл.я~отс.я как 
эле.ментъt .мно:)lсества А, так и элементъt мноэкества В. Иnа"{е го­

воря, х Е А U В тогда и толъ-ко тогда, когда либо х Е А, либо х Е В . 

Кратко это .можпо записатъ так: (х Е AUB) {:} ((х Е A)V(x ЕВ)). 
Символ V ( логи"{еска.я дизr,юнкv,и.я) за.меняет союз "или" и озна­

"{ает въ~полнение хот.я бы одного из тех условий, которые он со­

единяет. 

Определение 1.3. Пересе-чением двух двух множеств А и В 
называете.я .множество А n В, эле.мента.ми которого .явл.яютс.я об­
щие эле.менты множеств А и В. Ина"{е говор.я, х Е А n В тогда 
и толъ-ко тогда, когда одновременно х Е А и х Е В. Кратко это 

.можпо записатъ так: (х Е An В){:} ((х Е А)/\ (х ЕВ)). Символ/\ 
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{логи"tеска.я кон15юнкци.я) замен.яет союз "и" и озна"tает одновре­
менное вътолнение тех условий, которые он соединяет. 

Определение 1.4. Дополнением множества В до мно:же­
ства А {или разностью множеств А и В) называете.я мно:>1се­

ство А\ В, состоящее из тех элементов множества А, которъ~е не 

принадлежат В. Кратко это можно записатъ так: (х Е А\ В){:} 
((х Е А) Л (х ~В)). 

Комбинируя основные операции, можно рассматривать более слож­

ные операции, например, симметрическую разность. 

Определение 1.5. Симметрическоii разн.остью множеств 
А и В называете.я множество А 6. В := (А\ В) U (В\ А) = (А U 

В)\ (AnB). 
Примеры. 

1.6) Z \ N - все целые числа, не являющиеся натуральными; 

1.7) NUZ = Z; 
1.8) NnZ=N; 
1.9) 2Z63Z- множество целых чисел, делящихся либо на 2, либо 

на 3, но не делящихся на 6. 
Операции над множествами изображены символически штрихов­

кой на Рис.1-4. 

Рис. 1: Объединение множеств А U В. 

Свойства операций над множествами. 

Перечислим основные свойства объединения, пересечения и до-
полнения. 

l)AU0=A; 
2)А \(А \В)= AnB; 
3)AuA =А; 
4)AUB = BUA; 
5)А U (В U С) = (А U В) U С; 
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6)А n (В u С)= (А n В) u (А n С); 
7)(А \В) U (А\ С)= (А\ (В n С); 
8)(А \В) n (А\ С)= А\ (BUC). О 
Свойства 7) и 8) называют законами двойственности. Благодаря 

им, в свойствах 3)-6) можно менять местами операции U и n. 
Отображения множеств. 

Определение 1.6. Отобра:NСением f: А ....... В из мно:жества 
А в множество В ~~азываетс.я правило f, сопоставляющее каждо­
му элементу а Е А единственнъ~й элем.ешп Ь = f(a) ЕВ, которъ~u 
называют образом элемента а при отображении f, а вся.кий эле­
мент а, для которого Ь = f(a) (вообще говор.я, не единственнъ~u), 
иазывают прообразом элемента Ь при отобра:жении f. 

Рис . 2: Пересечение множеств А n В. 

Определение 1. 7. Отображение <р : А ....... В 11з мно:жества А 
в множество В, называете.я взаимн.о-одн.означнъ~.м, если одно­

временно выполненъ~ следующие 2 услови.я: 
1) (1.р(а) = ip(b)) =?(а= Ь) (ин15ективностъ), 
2) 1:/Ь Е В3а, а Е А, 1.р(а) = Ь (сюр15ективностъ). 
Определение 1.8. Если отображение <р: А ....... В из мно:)/сества 

А в множество В взаимно-одиозна"tно, то отображение, ставящее 

в соответствие каждому элементу у Е В его прообраз {то естъ 

единственнъ~й элемент х Е А, для которого 1.р(х) =у), назъ~ваетс.я 
обратным отображением и обозна"lаетс.я 1.р- 1 : В ....... А. 

Пример 1.10). Отображение f : [О; 1] ....... [О; 1], где f(x) = х2 , 
является взаимно-однозначным. Обратным к нему является отобра­

жение Г1 (у) = ./У· 
Мощность множества. 

Определение 1.9. Мощ'Н.Осmъ {и.л.и кардии.а.п, или карди­

нальное число) мно:нсества А - это характеристика мн.о:)/сесrпва, 
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Рис. 3: Дополнение множеств А \В, 

'Которая обозн.а'Ч.аетсJ! символом cardA (и.ли IAI) и опреде.JLJ1ется 
с.л.едующими свойствами: 

1} Ее.ли А= 0, то card(A) =О; 
2) Ее.ли А= {1, 2, .. . , n}, то card(A) = n; 
3} (card(A) = card(B)) ~ (3<р: А-> В - взаимн.о-одnоз'Н.а'Чное 

отобра:жеnие); 

4) (card(A) S card(B)) ~ (3С, С~ В, 3ф, ф: А----> С- взаимно­
одн.озиа'Чnое отобра:жение); 

Отметим, что строгое неравенство мощностей: card(A) < card(B) 
означает, что имеется взаимно-однозначное отображение множества 

А на некоторое подмножество С, С с В, не совпадающее с В. Однако 

при этом не существует никакого взаимно-однозначного отображе­

ния множества А на все множество В. 

Рис. 4: Симметрическая разность множеств А6.В =(А \B)U(B\A). 
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Примеры и обозначения мощностей. 

1.11) Мощность множества натуральных чисел - card(N) = No 
(читается: а.л,еф-nулъ). Множества мощности No называются С'Чет­
nы.ми. 

1.12) Мощность множества точек интервала (О; 1) - card((O; 1)) = 
с, читается: 'Коnтиnуу.м (иногда обозначается также буквой алеф: N). 
Множества мощности с называются коnтиnуа.лъnъtми. 

1.13) 2А - множество всевозможных подмножеств данного мно­
жества А, включая пустое подмножество и само множество А. На­

пример, есл~ А= {1, 2}, то 2А = {0, {1 }, {2}, {1, 2} }. При этом 
card(A) = 2 < card(2A) = 4. 

На самом деле имеет место следУющее общее утверждение. 

Теорема 1.1. Дл.я. вся'Кого .м1-ю:жества А верно, 'Что card(A) < 
card(2A) . О 

Согласно определению мощности, конечные множества с различ­

ным числом элементов имеют разные мощности, равные числу эле­

ментов в каждом из них. Основное отличие бесконечных множеств 

от конечных сос'l'ОИ'Г в том, что в бесконечном множестве всегда есть 

подмножество, не совпадающее со всем множеством, но равное ему 

по мощности . Это утверждение вытекает из следУющего простого 

факта. 

Лемма 1.1. Ее.ли из .множества N удалитъ один элемент -
'Ка'Кое-нибудъ 'Число п , - то его мощностъ не изменится. То естъ 
card(N \ { n}) = No. 

Доказательство. Достаточно установить взаиыно-однозначное 

отображение из исходного множества N в полученное множество 
N \ {n}. Положим cp(k) = k, если 1 S k S п - 1, и <p(k) = k + 1, если 
k ~ n. 

1 s: k s: п - 1; 
k ~ п. 

Легко видеть, что отображение <р является взаимно-однозначным. О 

Пользуясь леммой 1.1, легко доказать следУющее утверждение. 
Следствие 1.1. Удаление и.ли добавление 'КОНе'Ч.ного 'Ч.исла эле­

.ментов ne .меняет мощности любого бес'Коне'Ч.ного множества. О 

§2. Отношения и операции на множестве. Эквивалентно­
сти, порядки, фактор-множество. Понятие об алгебраиче­

ской системе. 

Определение 2.1 . Пря.мъ~.м. nроизведекие.м n, n ? 2 задаххъ~х 
неnустъ~х .м:н.о=еств А1, А2, "., An называется совокуnиостъ всевозмо=­
иых уnорядочеииых наборов А1 х ". х An = {(а1, а2, "., a")la, Е А;, i = 

1, 2, ... ,n}. 
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Определение 2.2. n-арнъtм отношением на данном неnустом мно­
жестве А (n 2: 1) назЪtвается nро'1.1.8вольное непустое под.множество его 
n-ой степени, то есть прямого произведения А х · · · х А n э1С8е.мТl.llЯров 

множества А. При n = О, 1, 2 n-арное отношение наз'Ывают соответ­
сrпвенно нул.ъарным, унарным, бинарнъtм. 

Отметим, что отображение из множества А в множество В можно 

определять (подразумевая его график) как подмножество прямого про­

изведения А х В с дополнительными свойствами. (Сравните сле,пующее 
определение 2.3 с определением 1.6.) 

Определение 2.3. Отобра::нсением из множества А в множество 
В назъ~вается такое отношение f с;;; А х В, что выnолнен'Ы 2 условия: 

1) \:/а Е А,3Ь Е В,(а,Ь) Е /; 
2) ((а, Ь) Е !) Л ((а, с) Е !) =? (Ь =с). 
Рас<:мотрим два наиболее часто в<:тречающиеся типа бинарных отно­

шений на множествах, а именно, отношения эквивалентности и отношения 

порядка. Пусть А - некоторое непустое множество. 
Определение 2.4. Бинарное отношение т с;;; А х А назъ~вается эк-

вива.ленmносmыо, ес.л.и оно удовлетворяет следующим свойствам: 

1} \:/а Е А, (а, а) Е т (реф.л.ексивност-ь}; 
2} ((а,Ь) Е т) =} ((Ь,а) Е т)(симметри'Ч.ность}; 
3} ((а,Ь) Е т) Л (Ь,с) Е т)) =} ((а,с) Е т)(тран.штивность). 
При этом, если (а, Ь) Е т, то говорят, что элементы а, Ь являются т­

эквивалентными друг другу. В этом случае применяется также обозначе­

ние: атЬ. 

Определение 2.5. Разбиением неnустого множества А назъ~ва­

ется совокупность его неnустых подмножеств S = {U"'}"'EI, где I -
некоторое неnустое .множество индексов, и вътолнены следующие два 

условия: 

1) И" n UfJ = 0, если а, /3 Е I и а i= /3; 2) U И"= А. 
<>El 

Связь эквивалентностей с разбиениями. Легко заметить, что всяко­

му разбиению S соответствует эквивалентность тs, задаваемая по прави­
лу: ((х,у) Е тs) ~ (3а Е l,x,y Е И"'). Обратно, если задана эквивалент­
ность т на А, то ей можно сопоставить разбиение Sт, состоящее из под­

множеств вида< х >-г:= {у Е AI yrx}, которые называются классами 
эквивалентности т элементов х Е А. При этом очевидно, что сопоставля­

емая такому разбие11ию эквивалентность, как описано выше, совпадает с 

и<:ходной эквивалентностью т. Корректно<:ть таких <:опо<:тавлений чита­

тель легко докажет самостоятельно. 

Пусть теперь r - некоторая эквивалентность на множестве А. 

Определение 2.6. Факmормно:ж;есmвом множества А по экви­
валентности r называет.ся мн.ожество А" всех классов эквивалентно­

сти по отношен.ию т. Сопоставление каждому эле.менту множества А 
его класса эквива.аентности задает естественное канони'Ч.еское отобра­

:Jtсение <р,- : А -+ А", называемое така1се отобраа1сение.м факториза-ции 
мноа1еества А по заданной эквивалентности r. 
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Пример 2.1). Зададим на множестве Z целых чисел эквивалентность, 
полагая числа n и m эквивалентными тогда и только тогда, когда они име­
ют одинаковые остатки от деления на 3. Читатель самостоятельно прове­
рит, что это правило действительно определяет эквивалентность. Ле~:-ко 

видеть, что образуется три класса эквивалентности, то есть соответству­

ющее фактормножество состоит из трех элементов: <О>,< 1 >, < 2 >. 
Кстати, введенное только что отношение эквивалентности обычно на­

зывают эквивалентностью по мо,пулю 3 (или сравнением по мо,пулю 3) и 
пишут: n = m( mod 3), если n эквивалентно m. Аналогично определя­
ются отношения эквивалентности по МОдУЛЮ n для любого натурального 
n 2: 2. 

Определение 2.7. Бинар~~ое отношение <р на мно:>1сестве А называ­
ется -часmи-чнъtм nоряд-ком, если оно удовлетворяет следующим трем 
условиям: 

1} \:/а Е А, (а, а) Е т (рефл.ексивност-ь}; 
2) ((а, Ь) Е т) Л ((Ь, а) Е r) <=?(а = Ь) (ан.тисиммет.ри'Ч.ность}; 
3) ((а, Ь) Е т) Л ((Ь, с) Е т) =? ((а, с) Е т) (транзитивность). 
Множество А с заданным на нем частичным порядком называют 'Ч.а-

стично упорядоченным .м.ноа1ееством. 

Определение 2.8. Бинарное отношение т н.азъ~вают .л,инейным по­
рядком н.а множестве А, если т - частичн'Ый порядок, и кроме того, 
любые два эле.мента х, у Е А сравни.мь~, то есть обязате.11-ьно либо xry, 
либо yrx. 

Примеры. 

2.2) т - отношение делимости на множестве N, то есть (х, у) Е т в 
точности то~:-да, когда у делится на х. Нетрудно убедиться, что в данном 

случае r - отношение частичного порядка, не являющееся, однако, линей­
ным порядком. 

2.3) Z - множество целых чисел, ~ - естественный порядок. В данном 
случае (Z, ~) - линейно упорядоченное множество. 

Операции на множестве. 

Определение 2.9. n-арной операцией {n ~ 1} на непусто.м. 
.множестве А называете.я. проиаволъное отображение ив An в А. 
При n = 2 опершции нааываютс.я. бинарными, а при n = 1 - унар­
ны.ми. Под ну.л:ьарной операцией понимают выделение (фиксацию) 
в .множестве А некоторого э.л,емента, обладающего особы.ми свой­
ства.ми. 

Расс~rатривают также ':!астичные n-арные операции, то есть опре­

деленные не на всем множестве А, а лишь на некоторой его части. 

Примеры. 

2.4) Бинарная операция с.л,о:J1се1-шя ' v,елых 'Чисел задается .как отоб­
ражение S: Z х Z-> Z, где V(n, m) Е Z х Z, S((п, m)) = n + m Е Z. 

2.5) Операция у.м.но~нсени.н, раv,иона.лы~ых 'Чием задается как отоб­
ражение М: Q х Q-> Q, где V(r,q) Е Q х Q, M((r,q)) = r · q Е Q. 
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2.6) Бинарная операция въt'Читан:и.я задается на множестве Z це­
лых <Iисел как отображение из Z х Z Б Z, с помощью бинарной опе­
рации сложения и унарной операции перехода к противоположному 

<Iислу: V( а, Ь) Е Z х Z, а - Ь = а+ ( -Ь Е Z. 
2. 7) Частичная бинарная операция де.лени.я рациональных чисел 

задается как отображение из Q х (Q \ {О}) в Q, с помощью бинар­
ной операции умножения и <Iастичной унарной операции перехода к 

обратному числу: 

Va Е Q, Vb Е Q \{О} а : Ь = а· ь- 1 . 

Алгебраические системы. 

Определение 2.10 1 . Алгебраи'Ческой системой иазЪ1,ваетс.я хеnу­
стое .мхожество (носите.лъ систе.мъt) с заданноu на нем (ко'Не"/,НОU или 

бесконе"/,}tаи} совокуnностъю оnерачиu и отношении (раз.ли"/,НЪtх арностей). 
Примеры. 

2.8} А.лгебраи"/,еска.я система {арифметика) натура.лъных "/,исе.л - это 

множество N (носитель системы) с основными бинарными операциями 
сложения и умножения, нульарной операцией 1 Е N и бинарным отноше­
нием полного порядка S (то е<.:ть линейного порядка<.: дополнительным 

<.:вой<.:твом nо.лнотЪ/,; у всякого неnустого nодмно:Jtсества А из N имеете.я 
наименъшиu эле.мент а Е А, то есть такой, что для \;/х Е А, а S х). 

2.9) А.лгебраи<tеская система {арифметика) че.лъ~х "/,исе.л - это мно­

жество Z (носитель системы) с бинарными операциями сложения и умно­
жения, нульарными операциями О, 1 Е Z, унарной операцией перехода к 
противоположному числу (то есть числу с противоположным знаком) и 

бинарным отношением линейного порядка S. 
2.10) Алгебраическая система {арv,фметика) ра'ЦиО}tа.л.ъхых чисе.л -

это множе<.:тво 1Qi (но<.:итель си1..-темы) с оеновными бинарными операци­

ями сложения, умножения, нульарными операциями О, 1 Е Q, унарной 
операцией перехода к противоположному числу, частичной унарной опе­

рацией перехода к обратному числу, определенной на множестве IQi \{О}, 
и бинарным отношением S линейного порядка. 

Отметим, что в примерах 2.8-2.10 с помощью основных операций сло­
жения и перехода к противоположному элементу образуется операция ВЪ/,­

<tитанu.я, а в примере 2.10 (см. также пример 2.7)) - с помощью основ­

ных операций умножения и перехода к обратному элементу образуется 

части'Чная бинарнал опера'ЦU.Я деленил, определенная на Q х · (Q \{О}). 
Кроме самих операций и отношений, в алгебраических системах важно 

выделять свойства этих операций и отношений, как индивидуальные, так 

и связывающие их между собой. 

Для удобства и краткости дальнейшего изложения алгебраическую си­

стему рациональных чисел определим следующим эквивалентным обра­

зом. Отметим, что в определении 2.11 ниже в свойства 4), 5), 8) и 9) уже 

1 Мы даем здесь упрощенное определение алгебраичекой системы, достаточное 
для целей настоящего пособия. Общее опредедение см., наприм1>р, в (4]. 
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включена информация о нульарных и унарных операциях выделения осо­
бых элементов носителя О и 1 и перехода к противоположным и обратным 
рациональным числам. 

_?пределение 2.11. Алгебраической системой (арифмети­
кои) ра-ционалъных чисел называете.я миожество Q = {1!!./m Е 
Z, п Е N} с определенными на нем (и известнъ~ми 'Чиmател.ям} тре­
м.я правилами c.11o:J1ceuu.я " + ", умн.оженv.я " . " и сравненu.я " < " 
двух .мобъ~х 'Чисел, удов.летвор.яющими следующим (так:же изве~т­
нъ~м 'Читате.л.я.м) 1.'J свойствам: 

1) (а~ Ь) /\ (Ь ~с) #(а~ с) - тра'НЗuтивностъ сравненv.я; 
2) а+ Ь = Ь +а - ком.м,утативностъ с.ложен.и.я· 
8) а + ( Ь + с) = (а + Ь) + с - ассоциативностъ ~ожени.я· 
4) 30 Е Q, Va Е Q, а+ О = а; - существование и особое ' 
свойство ну.ля; 

5) Va Е Q, 3(-а) Е Q, а+ (-а) =О - существование и свой­
ство противополоЭ1сных 'Ч.uсел· 

б) а· Ь = Ь ·а - ком.м,утативност:~·ь умножен.ия; 
7) а· (Ь ·с)= (а· Ь) ·с - о.ссоциативн.остъ ум1юЭ1сени.я; 

(*) В) 31 Е Q, Va Е Q, а· 1 =а - существование и свойство 
единиv,ъ~; 

9) Va =/= 0, 3a-I Е Q, а· (a-I) = 1 - существование и 
свойство взаимно обратнъ~х 'Ч.исе.л.; 

10) а· (Ь +с)= а · Ь +а · с - дистрибутивностъ; 
11) (а~ Ь) Л (с Е IQ) #а+ с~ Ь +с - связъ с.ложенv.я и 
сравнен и.я; 

12) (Vc >О)/\ (а~ Ь) #а· с~ Ь ·с - связъ умножен,и.я и 
сравнени.я; 

13) Va Е Q, 3п Е N, что а< п - аксиома Архимеда. 

§3. Множество вещественных чисел. Числовая ось. 
Сравнение вещественных чисел. Приближение 

вещественных чисел рациональными. 

В курсе математического анализа требуется иметь дело в основно:м 
с 'iисловыми множествами . Из школьной программы известны мно­

жества N, Z, Q соответственно натуральных, целых и рациональных 
чисел. Известно, что N с Z с Q. 

Числа нужны для измерений. В частности, для измерений длин 
отрезков. Однако множество Q мало для этой цели. В самом деле на­
пример, длина диагонали квадрата со стороной 1 есть, как извес~но, 
V2 - число, не являющееся рациональным. Наша цель - построение 
такого более широкого множества чисел, которое было бы достаточ­
но для измерений любых отрезков. 
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Определение 3.1 Числовой осъю пазываетс.я пр.яма.я, па 'Ко­

торой от.ме-ч,епа то-ч,'Ка О {па-ч,ало отс-ч,ета) и въtбрап .масштаб из­

мерепий, то естъ от.ме-чепа то-ч'Ка, .являющаяся 'КО'Н'ЦОМ отрез'Ка, 

отло:ж:еппого из точ'Ки О вправо, длипа 'Которого при'НЯта за еди­
пицу. 

Каждая точка положительной (правой) полуоси числовой оси 
представляет число, равное длине отрезка, отложенного от начала 

отсчета до данной точки, отнесенной к длине масштабного "единич­

ного" отрезка, то есть в выбранном масштабе длин. Откладывая 

от точки О вправо последовательно единичные отрезки, получим на 

числовой оси точки, обозначающие 1,2,3, ... - все натуральные числа. 

Откладывая такие же отрезки влево, получим точки, обозначающие 

отрицательные числа -1, -2, ... . Чтобы найти точку, изображающую 
положительное рациональное число ш (т,п взаимно просты), надо 

n 1 
т раз отложить вправо от начала отсчета отрезок длины п. Сим-

метричная точка слева от начала отсчета будет обозначать число 

- ~. Таким образом, все рациональные числа изображаются точка­

ми числовой оси. 

Итак, мы видим, что на числовой оси имеются точки, соответ­

ствующие длинам любых отрезков. Однако не все эти длины выра­

жаются рациональными числами. 

Наша задача - ввести такое более общее понятие чисел, чтобы 

все точки числовой оси, и соответственно длины любых отрезков, 

представлялись этими числами. 

Определение 3.2. Вещесmвен:н.ъ~м {дейсmвиmелънъ~м) -ч,ис­
лом пазъ~вается бескопе-ч,па.я десяти-ч,на.я дробъ со знаком " плюс " 
или " мипус ", то есть об°(}ект вида ±ао, a1a2 .. .an···1 где ао Е 
N U {О}, ak Е {О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, k :::=: 1, и для любого номера 
п Е N существует хоrп.я бы одии помер k, k > п, -что ak < 9. Мпо­
а1сество вещесrпвени·ых -чисел будем обозпшч.атъ IR. 

Таким образом, вещественные числа - это все бесконечные деся-

тичные дроби, исключая дроби с 9 в периоде. 
Взаимно-однозначное соответствие между точками 

числовой оси и вещественными числами. 

Построим взаимно-однозначное отображение между множеством 

точек числовой оси и множеством вещественных чисел. Сначала по­

кажем, что каждая точка числовой оси единственным образом пред­

ставима бесконечной десятичной дробью. 

Введем следующее первое правило. Пусть а - произвольная точ­

ка числовой оси справа от начала отсчета. Положим а0 - наиболь­

шее число единиц, не превышающее а, то есть точка а0 находится 

пе правее точки а на числовой оси. Затем положим а1 - наибольшее 
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число десятых (долей единичного отрезка), д.пя которого рациональ­
ная точка ао, ai находится на оси пе правее точки а . Если уже за­

фиксировано число ao,a1 .. .an, обозначенное точкой не правее а, то 
следУЮщий десятичный знак выберем наибольшим из тех, для ко­
торых число ао, ai .. .anan+1 обозначается точкой не правее точки а. 
И так далее до бесконечности. В результате получим бесконечную 
десятичную дробь ао, aia2 .. .an···· Если на некотором шаге мы попа­
ли точно в точку а, то все последующие десятичные знаки берутся, 

конечно, равными нулю. Например, число ~ будет таким способом 
изображаться дробью О, 50000 ... = О, 5(0) с нулем в периоде . Точке О 
сопоставим бесконечную десятичную дробь О, О .. . 0 ... 

Обозначим через -а точку, симметричную точке а относительно 
точки О на числовой оси (то есть такую, что отрезки [-а; О] и [О; а] 
конгруэнтны). Поставим ей в соответствие бесконечную десятичную 
дробь, соответствующую точке а, но взятую со знаком минус (то есть 
положим -а= -ао, ai .. .an·· ·)· 

Ясно, что описанное правило позволяет однозначно сопоставить 
каждой точке числовой оси бесконечную десятичную дробь. 

Замечание 3.1 . Для рациональных чисел, представимых конеч­
ной десятичной дробью, можно было бы рассмотреть еще одно, вто­
рое правило изображения их бесконечными десятичными дробями. 
А именно, для рационального числа а > О, представимого конеч­
ной десятичной дробью, в описанном выше правиле можно было бы 
на каждом k-ом шаге выбирать такие наибольшие десятичные зна­
ки ak, чтобы соответствующая десятичная дРобь а0 , а 1 ... ak изобра­
жалась точкой, находящейся строго слева от точки а на положи­
тельной полуоси, пикогда с пей пе совпадая. Используя это второе 
правило, мы получили бы, например, для числа ! представление: 
О, 49999 ... = О, 4(9) - бесконечную десятичную дробь с 9 в перио­
де. Аналогично - для симметричных точек отрицательной полуоси. 
Таким образом, всякое рациональное число, представимое конечной 
деся'гичной дробью ао, а1 .. .an, имеет, вообще говоря, два представле­
ния в виде бесконечных десятичных дробей - по первому и по второ­
му правилу: ао,а1 ... ап(О) и ао,а1 ... (ап -1)(9) - с нулем с периоде и с 
9 в периоде. В дальнейшем мы ограничимся во всех случаях только 
первым правилом представления точек числовой оси бесконечными 

десятичными дРОбями, не рассматривая тем самым дроби с 9 в пе­
риоде. D 

Обозначим множество всех точек числовой оси через Х. Выше 
нами построено отображение r : Х -> IR, ставящее в соответствие 
каждой точке а Е Х неотрицательной полуоси числовой оси бес­
конечную десятичную дробь а0 , a1 . . .an··· Е JR, согласно описанному 
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выше первому правилу, и сопоставляющее сю.п11етричной а точке -а 

отрицательной полуоси числовой оси бесконечную десятичную дробь 
-а0 , a1 .. .an". Е JR, то есть 1(-а) = -1(0.). 

Ниже мы покажем, что это отображение 'У является взаимно-одио:нач­

ным что позволит нам в дальнейшем отождествля'.rь точки числовои оси 

и со~тветствующие им бесконечные десятичные дроби (без 9 в периоде). 
Для этого напомним аксиоматическое определение прямой в геометрии и 

рассмотрим некоторые дополнительные свойства вещественных чисел. 

Прямая в геометрии, аксиомы Гильберта. Для обоснования ев­

клидовой геометрии Д.Гильбертом в начале 20-го века была предложена 
система из 20 аксиом2 , описывающих основные неопределяемые понятия: 
точки, прямые и плоскости - и взаимоотношения между ними . Эти 20 
аксиом разбиты на 5 групп: 1) 8 аксиом принадлежности, 2) 4 аксиомы 
порядка, З) 5 аксиом конгруэнтности, 4) 2 аксиомы непрерывности, 5) од­
на аксиома о параллельных прямых. Мы не будем здесь перечислять все 

эти аксиомы. Обратим внимание лишь на одну из них - аксиому непре­

рывности (носящую имя Кантора), которая формулируется следующим 

образом. 
Аксиома непрерывности Кантора. Пусть н.а прямой L задана nо­

с.л.едовате.л:ьностъ (то естъ r1ронумерованная натуралънъ1Ми •шс.лами со­

вокупность) отрезков [An; Bn], удовлетворяющая с.л.едующим двум свой­

ствам: 

1. Каждый следующий отрезок [Аnн; Bn+1] является частью nредъ~­
дущего, то естъ [An+1; Вnн) <;;;: [An; Bn]; 

2. Для любого отрезка [С; D] н.айдется такой номер n, что [An; Bn) < 
[С; D], то есmъ отрезок [An; Bn] конгруэнтен некоторой части отрезка 
[C;D]. 

Тогда на L существует точка М,М Е [An;B,..],n 2: 1. О 
Замечание 3.2. Аксиома Кантора фактически утверждает, что по­

следовательность отрезков, удовлетворяющая свойствам 1)-2), имеет един­
ственную общую точку. Б самом деле, если существуют две такие раз­

личные общие точки а1 , а2 , то и весь соединяющий их отрезок [а1; а2] так­
же, очевидно, содержится во всех отрезках [An; Bn], n = 1, 2, "" Тогда, 
взяв [С; D] < [а1 ; а2], мы получим, что, с одной стороны, по аксио.:-~е Кан­
тора найдется такой номер n , что [An; Bn] < [С; D] . Но с другои сторо­
ны, вследствие аксиом конгруэитности из системы аксиом Гильберта, если 
[C;D] < [а 1 ;а2] и одновременно [а1;а2] <;;;: [A,..;Bn], то [C;D] < (A,..;Bn) -
противоречие со свойством 2) аксиомы Кантора. 

Сравнение вещественных чисел. 

Пусть даны два положительных вещественных числа 

а.= ао, a1".an." и Ь = Ьо, Ь1."Ьn.". 
Определение 3.3. Будем говоритъ, 'Ч.то а = Ь если въ~по.лненъ~ 

2см. по этому поводу, например, [5] 
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равенства: ak = bk д.л.я всех номеров k = О, 1, " .. Будем говоритъ, 
'Ч.то а< Ь, если существует номер т Е N U {О} такоu, 'Ч.mо ak = bk 
при k < т, но am < Ьm. Будем с'Ч.итатъ, 'Ч.то а > Ь тогда и то.лъко 
тогда, когда Ь < а. По.ло:Jtсuм также, 'Ч.то всякое отрицате.лъное 
'Ч.ис.ло менъше пу.л.я, а ну.лъ менъше всякого по.ложите.лъного 'Ч.исла. 

Д.л.я, двух отрицате.лънъ~х 'Ч.исе.л р, q будем С'Ч.итатъ, 'Ч.mо р < q в 
то'Ч,ности тогда (то естъ тогда и то.лъко тогда), когда lqJ < jpj, 
где моду.лъ jaJ веществе~щого 'Ч.ис.ла а определяется так: 

Jal = {а, 
-а, 

а~ О, 

а< О. 

Объединяя отношения равенства и строгих неравенств, можно 
рассматривать отношения нестрогих неравенств: ~= (>) V (=), 
~=(<)V(=). 

Лемма 3.l(транзитивность сравнения.) Ка:ждое из отноше­
ний:=,<,>,~'~ - обладает свойством т.ра~-~а·итивности, то ест.ъ 
д.л.я .л.юбъ~х вещественных 'Ч.исел а,Ь,с верно, •~то ((ааЬ) /\ (Ьас)) => 
(а.ас), 2де а Е {=, <, >, ~' :::;}. 

Доказательство. Проведем рассуждения для случая а=<. Ос­
тальные случаи рассматриваются аналогично. 

Пусть а= ао, ai".an"" Ь = Ьо, Ь1".Ьn"" с= со, c1".en ". - неотрица­
тельные числа, и пусть одновременно а < Ь и Ь < с. Это означает, что 
существуют такие номера m, l Е N U {О}, что ak = bk при k < т, но 
am < Ьm, и одновременно bi =с;, при i < l, но Ь1 < с1. Предположим, 
что т ~ l (другие случаи рассматриваются совершенно аналогично). 
Тогда имеем: ak = ck при k < т, но ат < Ст, то есть а < с . О 

Установим свойство инъективности построенного выше отображения 
'У : Х -> JR. 

Лемма 3.2. Отображение 'У ин.~sективно. 
Доказательство. Пусть на неотрицательной полуоси числовой оси 

заданы 2 различные точки: а, Ь, и точка Ь расположена правее точки а. По­
кажем, что тогда -у(а) < -у(Ь). Пусть отрезок (О; с] длины 1(0; c]I = 10-n (где 
О - отмеченная точка числовой оси) конгруэнтен целому отрезку (а; Ь] или 
некоторой его части, то есть [О; с] :::; [а; Ь]. И пусть число n Е N U {О} - наи­
меньшее из всех возможных, для которых выполнено это условие. Тогда 

из аксиом коигруэнтности Гильберта следУет, что для любой точки ii, ле­
жащей не правее точки а на положительной полуоси (то есть (О; ii] :::; (О; а]) 

и точки Ь (определяемой единственным образом) такой, что отрезок [ii; Ь] 
конгруэнтен отрезку [О; с], справедливо, что [О; Ь] $ (О; Ь], то есть точка Ь 
лежит не правее точки Ь. Взяв точку ii = ао, a1".an, где ао, a1".an." = -у(а) 
- представление точки а бесконечиой десятичной дробью, мы получим, что 
для представления Ьо, Ь1" . Ьn". = -у(Ь) точки Ь будУт справедливы равен­

ства: ak = Ьk, k < n, а также иеравеиство an + 1 $ Ьn. По опреде.тrеиию 
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сравнения вещественных чисел, это означает, что 'У(а) < 'У(Ь). Итак, для 
положительной полуоси инъективность отображения 'У доказана. Соглас­
но определению отображения 'У для отрицательной полуоси и правилу 

сравнения отрицательных вещественных чисел, отсюда следует инъектив­

ность отображения 'У на всей числовой оси. О 

Определение 3.4. М'Нжжество веществе'Н:ных 'Ч.исел А ~ IR на­
зъtваетс.я ограниченн:ым сверху (снизу), если существует та­
кое 'Ч.исло М Е IR, 'Ч.то 'Vx,x Е А,х ~ М(х::::: М). 

Определение 3.5. Число а Е JR 'Ндзъ~ваетс.я суnрему.мом (точ­
ной верхней гранью) М'НО:>/Сества А, А~ IR, если 1) 'Vx, х Е А, х ~ 
а; 2) 'Vii, ii <а, Зу, у Е А, ii <у. Обоз'Нд'Ч.е'Ние: а= sup А. 

Определение 3.6. Число /З Е JR называете.я инфи.мумом (точ­
ной нu:J/Сней гранью) множества А, А~ IR, если 1) 'Vx, х Е А, х::::: 
/З; 2) 'Vfз, f3 > {З, Зу, у Е А, у< fз. Обозна'Ч.е'Ние: /З = inf А. 

Теорема 3.1 (о существовании sup, inf). Если непустое .л.t'НО­
жество А, А ~ R, ограни'Ч.ено сверху {с'Низу), то существует sup А 
(существует inf А). 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда множество 

А= {а} ограничено снизу числом m::::: О. Покажем, что существует 
inf А;::: О. Выберем наименьшую из всех целых частей чисел а Е А. 
Пусть это а0 • Очевидно, что а0 ;::: О. Теперь у всех чисел из А, имею­
щих целую часть а0 , рассмотрим первые десятичные знаки и выбе­
рем из них наименьший а1 . И так далее. На (п + 1)-ом шаге из всех 
элементов множества А, у которых первые п десятичных знаков рав­

ны ао, а1 .. .an (уже выбраны как наименьшие), выберем наименьший 
(п -+:1)-ый десятичный знак an+l· И так до бесконечности. Получим 
число g = а0 , а1 .. .an .. " Покажем, что g = inf А. Проверим свойства 
1) и 2) инфимума~ 

1) Если предположить, что Зу,у = Yo,Yl···Yn·",Y Е А,у < g, то 
для некоторого номерап будет верно, что Yk = ak, при k =О, 1, "., п-
1, но Yn < an. Это невозможно в силу выбора десятичного знака an. 
Итак, для всех у Е А имеем: g_ ~ у. -

2)Пусть теперь Ь = Ь0 , b1 ... bn··· > g_. Это означает, что для некото­
рого номера m равенство bk = ak верно для всех k =О, 1, .. . , m-1, но 
Ьт >ат. Однако среди элементов множества А имеются числа вида 

у = ао, а1 .. .am-1amYm+l ···, каждое из которых, очевидно, меньше Ь, 
так как Ут = am < bm· 

Доказательство для расс1rатриваемого случая закончено. 

Если в множестве А имеются положительные числа, и оно ограr 

ничено сверху, то достаточно показать, что имеется супремум у под­

множества А всех положительных чисел из А. Он и будет супрему­
мом для всего множества А. Выберем наибольшую целую часть а.0 из 
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всех целых частей элеьrентов подь!Ножества А. Затеl\I из всех первых 
десятичных знаков тех чисел из А, у которых целая часть равна а.0 , 

выберем наибольший знак а1 . И так далее до бесконечности. В ито­
ге получим число а = ао, а1 .. .an .... Проверим, что для а выполнены 
свойства sup А. 

l)Если предположить, что Зу,у = YO,Yl···Yn····Y Е А,у >а, то 
для некоторого п будет Yk = ak, k = О, 1, ... , п - 1, но Yn > an. Это 
невозможно в силу выбора десятичного знака an. Итак, для всех 
у Е А имеем: а::::: у. 

2)Пусть теперь Ь = Ьо, b1 ... bn··· <а. Тогда для некоторого номера 
m равенства bk = C!:k верны для k = О, 1, ... , m - 1, но bm < am. Од­
нако в множестве А имеются числа вида у = а0 а1 .. . а-1 ау ' m- m m+l···1 
каждое из которы~ больше Ь, так как Ym = am > bm. 

Итак, а= supA, а значит, а= supA. 
В тех случаях, когда множество А, содержит отрицательные чис­

ла и ограничено снизу (сверху) также некоторым отрицательным 
числом, доказательство легко получается из предыдУЩИХ рассужде­

ний, если учесть, что верно следУющее утверждение. О 

Предложение 3.1. Пустъ огра'Ни'Ч.е'Н'Ное сверху и спизу множе­
ство А= {а} состоит из поло:>1еителъ'Ных 'Ч.исел а > О, а множе­
ство -А = {-а} состоит из эле.ментов .мно:J1сества А, вз.ятых со 
знаком минус. Тогда sup(-A) = -inf А, inf(-A) = -supA. О 

Приближение вещественных чисел рациональными. 
Лемма 3.3. Дл.я любого вещественного 'Ч.исла а и д.л,.я любого п Е 

N существуют такие рационалъные 'Ч.исла а 1 а2 °"то а1 < а < а2 
1 1 

1 ' ' - - ' 
и 0!1 - а2 ~ ion . 

Доказательство. Пусть сначала а> О,а = a0,a1 .. .an··· . Поло­
жим 

а1 = ао, a1 ... a.n, а2 = 0!1 + 1~n. При этом 

an < 9 
а1 < 9, ан1 = ... = an = 9 

Легко видеть, что требуемые в условии леммы неравенства выпол­
няются. Если а рационально, то достаточно, например, взять а1 = 
а2 = а. Если а < О, то следУет выбрать рациональные числа (J1 {32 

так, чтобы /31 ~ lal :<:; /32, l/31 - /321 ~ 1~n, и затем положить а: = 
-/32, а2 = -/31. О 

Лемма 3.4. Дл.я любых двух разли'Ч.ных веществеппых 'Ч.исел 
а, Ь, а < Ь, существует такое рацио'Налъное °"исло r, 'Ч.то а < т < Ь. 

Доказательство. Пусть О~ а< Ь, а= a0 ,a1 .. .an···· 
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если an + 1 < Ьn 
если an + 1 = Ьn, 

an+l = .. .an+k-1 = 9, 
an+k < 9 

Нетрудно видеть, что по построению, а < r < Ь. 
Если а < О, Ь > О, то достаточно взять r = О. Если а < Ь < О, то 

выбрав q Е IQ, чтобы было jbj < q < lal, следует взять r = -q. О 

Рассмотрим теперь свойство сюръективности отображения 1· 
Лемма 3.5. Отобра:же-н.ие 1 : Х ---> JR с~орr;ектив-н.о. 
Доказательство. Покажем, что каждой бесконечной десятичной дро-

би (без 9 в периоде) а= ао, a1 ... an··· Е JR соответствует единственная точка 
х Е Х числовой оси, которая представима этой дробью по первому прави­

лу, описанному выше, то есть а= 1(х). 

Согласно Лемме 3.3, дпя дроби а существуют последовательности ра­
циональных чисел {a1n},{a2n}, такие, что O!tn::; а::; 0!2п, O<tn::; °'t(n+l)> 
0!2(n+1)::; ct2n, И а2" - 0<1" = 10-", n = 1,2, .... Более того, можно счи­
тать, что а1" = ао,а1 ... а" Е Q. Пусть X1n,X2n Е Х - точки числовой оси 

для которых 1(x;n) = ct;n, i = 1, 2; п = 1, 2, .... Тогда отрезки [x1n; Х2п] 
удовлетворяют условиям аксиомы непрерывности Кантора. Следователь­

но, существует единственная точка х Е Х, общая для всех этих отрезков. 

Тогда по построению отображения 1 очевидно, что 1(х) =а. О 

Из лемм 3.2 и 3.5 следует утверждение следующей теоремы. 
Теорема 3.2. Отображение 1 : Х ....., JR взаи.м.-н.о-одпоз-н.ач-н.о. О 

В силу этой теоремы мы будем в дальнейшем отождествлять точки 

числовой оси и соответствующие бесконечные десятичные дроби (без дро­

бей с 9 в периоде), опуская обозначение отображения 1· То есть будем 
говорить: "точка а на чисJiовой оси", - и той же буквой а будем обозна­

чать соответствующую бесконечную десятичную дробь а= а, аоа1 ... , а" .... 
Из теоремы 3.2 следует важный вывод: длины любых отрезков мо:ж-но 

из.мерятъ веществе-н-н.ъ1ми <tисл.ами. 

§4. Алгебраическая система (арифметика) вещественных 
чисел и ее полнота. Различные модели ее построения. 

Выше мы рассмотрели алгебраическую систему (арифметику) раци­
ональных чисел. Теперь наша цель - построить аналогичную алгеб­
раическую систему, носителем которой: являлось бы множество веще­

ственных чисел IR, то есть распространить основные операции и от­
ношение сравнеt1ин с множества рацишrальных •шсел на множество 

R вещественных чисел и доказать справедливость в нем 13 свойств 
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( *), перечисленных в определении 2.11. Отношение сравнения веще­
ственных чисел уже введено выше. Транзитивность сравнения также 

доказана (лемма 3.1 выше). Из определения сравнения видно, что 
оно является линейным порядком. Читатель самостоятельно дока­

жет, что для рациональных чисел это отношение совпадает с извест­

ным из школькой программы правилом их сравнения. Теперь введем 

бинарные операции сложения и умножения вещественных чисел, а 
также понятие обратного вещественного числа. 

Определение 4.1. Суммоu двух вещественних 'Ч,исел а и Ь 
називаетс.я. такое вещественное 'Ч,исло а+ Ь, 'Ч,то для. любых ра'Ци­

оналънъtх 'Ч,исел а1, а2, /31, /32 1 удовлетворяющих перавенствам 

выполн.я.ютс.я. неравенства: а1 + {31 :<:::а+ Ь :<::: а2 + /32. 
Определение 4.2. Произведением двух положителъпих ве­

ществепных 'Ч,UСел а и Ь називаетс.я. такое вещественное 'Ч,'U.сло а· Ь, 

'Ч,тО для. любых пеотри'Цателъных ра'Циона.л:ьнъ~х •~иссл а1, а2, /31 , /32
1 

удовлетворяющих перавенствам ( **), верно, 'Ч,то а1 · /31 :<::: а - Ь :<::: 
а2 · /32. В остал.ъних слу'Ч,а.яХ пол.агают 

{ 
о, 

а·Ь= lal·lbl, 
-lal · lbl, 

есл.и хот.я. бы одно из 'Ч,исел а, Ь равно О; 

есл.и а и Ь - одного знака ; 
если 'Ч,Uсл.а а и Ь - разных знаков. 

Определение 4.3. Дл..я. пол.ожителъного вещественного 'Ч,исла 
а обратным 'Ч,Uслом называют такое вещественное 'Ч,исло а- 1 , 

'Ч,то д.л..я. всех положительных ра-и,иопал.ъных 'Ч,UСел а1 , а2 , удовл.е­

твор.я.ющих неравенствам а1 :<::: а :<::: а2 , выполненъt неравенства: 

(а2)- 1 S: а- 1 ::; (а1)- 1 . Если а< О, то nол.агают а- 1 = -(lal-1). 
Отметим, что для рациональных чисел определения 4.1-4.3 сов­

падают с известными правилами сложения, умножения и обращения 

рациональных чисел. Предлагаем читателям проверить э·го самосто­

ятельно. 

Противоположпое вещественное 'Ч,UСЛО было фактически уже 

определено выше. ДJiя каждого числа а = ао, al .. .an··· это та же 
бесконечная десятичная дробь, но взятая со знаком минус, то есть 

-а= -ао, al· ·.an···· Корректность определений 4.1-4.3 устанавлива­
ют следующие 3 леммы. 

Лемма 4.1. Дл.я любых двух вещественных •~исе.л. а" Ь их сумма 
а + Ь существует и едипстве-нпа. 

Доказательство. Пусть рациональные числа а1 , а2, /31, /32, удо­
влетроряют неравенствам ( **) для вещественных чисел а, Ь. Соглас-
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но правилам сложения и сравнения и свойствам ( *) для рациональ­
ных чисел, поскольку а1 :::; а2, f31 :::; f32, то а1 +f31 :::; a2+f31 :::; a2+f32. 
Итак, а1 + (31 :::; а2 + (32. Отсюда видно, что множество { а1 + f31} все­
возможных "нижних" сумм ограничено сверху любой фиксирован­

ной "верхней" суммой вида a2+f32. Тогда по теореме 3.1 существует 
супремум 81 = sup{a1 + f31}. Обозначим 81 =а+ Ь. Это число удо­
влетворяет определению суммы чисел а и Ь, так как по определению 

супремума, 81 ~ а1 + (31 для любой "нижней" суммы а1 + f31, и 
одновременно 81 :::; а2 + f32 для любой "верхней" суммы а2 + /32. 

Осталось доказать единственность суммы а + Ь. Предположим 
противное, то есть что имеется два различных числа 81 и 82, удо­
влетворяющих определению суммы а + Ь. Тогда, пользуясь леммой 
3.4, между ними можно вставить 2 различных рациональных числа 
r,p, так что 81 < r < р < 82 . Тогда для любой "нижней" сум­

мы а1 + (31 и для любой "верхней" суммы а2 + (32 будет верно 

неравенство: а1 + (31 < r < р < а2 + f32. Из него следует, что 
(а2 + (32 ) - (а1 + (31) > р - r = q > О. Это противоречит лемме 
3.3, согласно которой числа a 1 ,(31,a2,f32 можно, в чаС'гности, вы­
брать так, чтобы а2 - а1 < ~, (32 - (31 < ~. Полученное противоречие 
доказывает единственность суы:мы а+ Ь и завершает доказательство 

ле1'1IМЫ 4.1. о 
Лемма 4.2. Д.л.я любых двух вещественных 'Чисел а, Ь их произ­

веден.ие а · Ь существует и един.ственNо. 
Доказательство. Пусть снова рациональные числа а1, а2, f31, !32, 

удовлетроряют неравенствам ( **) для вещественных чисел а, Ь. До­
казательство достаточно провести для а > О, Ь > О. Поэтому мож­
но ограничиться рассмотрением только положительных рационаJ1ь­

ных чисел а1 , а2 , (31, (32 . Из неравенств ( **) следует, согласно пра­
вилам умножения и сравнения и свойствам ( *) для рациональных 
чисел, что любое "нижнее" произведение а1 · (31 не превосходит 

любого "верхнего" произведения а2 · {32 • Следовательно, множество 

всех "нижних" произведений ограничено сверху (например, любым 
"верхним" произведением) . Тогда, по теореме 3.1, существует его 
супремум Р = sир{ а1 · (31}. Нетрудно видеть, что это число Р удо­
влетворяет определению произведения чисел а, Ь. 

Докажем единственность произведения . Предположим против­

ное, то есть что два различных числа Р1 , Р2, Р1 < Р2, удовлетво­
ряют определению произведения чисел а, Ь. Тогда, согласно лемме 

3.4, между ними можно вставить два различных рациональных чис­
ла p,q, так что для любых "нижних" и "верхних" произведений 

а1 · (31, а2 • (32 будет верно неравенство: а1 · f31 :::; Р1 < р < q < Р2 :::; 
а2 -(32. Следовательно, будет выполнено неравенство: a2·/32-a1 ·f31 > 
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q - р =/>О. Последнее неравенство противоречит ле1'1rме 3.3. В са­
мом деле, выберем и зафиксируем какое-нибудь рациональное число 
М такое, что а< М, Ь < М (такое число М существует в силу леы­
мы 3.3.) Рассмотрим такие рациональных числа a 1 ,a2 ,(31 ,f32 , удо­
влетворяющие неравенствам ( **) по отношению к а, Ь, для которых 
выполнены неравенства: О < а1 :::; а2 :::; М, О < (31 :::; (32 :::; М. То­

гда, взяв /32 - f31 < "ikf, а2 - а1 < ikf, получим: а2 · f32 - а1 · (31 = 
0:2(/32 - /31) + f31(a.2 - а1) :::; M[(f32 - /31) + (а2 - а1)] < 7. Полученное 
противоречие завершает доказательство. О 

Лемма 4.3. Для любого вещественного 'Ч.исла а :f. О обрат~юе 
'Ч.исло а- 1 существует и единствен.н.о. 

Доказательство. Пусть а Е .IR, а > О . Зафиксируем положи­
тельное рациональное число М, О < М :::; а. Рассмотрим произволь­
ные рациональные числа а1 , а2 , удовлетворяющие неравенствам: О < 
М:::; а1:::; а:::; а2. Тогда имеем: О< (а2)- 1 ::::; (а1 )- 1 :::; (М- 1 ). Сле­
довательно, множество всех чисел {(а1 )- 1 } ограничено снизу (лю­

бым числом (а2)- 1 ). Поэтому по теореме 3.1 существует инфимум 
этого множества inf{(a1)-

1
} =у > О. Легко видеть, что это число 

у= а- 1 удовлетворяет определению числа, обратного к числу а. 
Покажем единственность такого числа. Пусть существует два та­

ких различных числа у1 , У2, у1 < у2 . Тогда l\!ежду ншш, согласно 

леыме 3.4, 1'1южно вставить два таких различных рациональных чис­
ла p,q,p < q, что будет справедливо неравенство: (а2 ) -1 :::; у1 < 
Р < q < У2:::; (а1)- 1 для всех рассматривае~1ых рациональных чисел 
а1, а2. Следовательно, Иl\!еем: (а1 ) - 1 - (а2 )- 1 > q - р = 7 >О. По­
следнее неравенство противоречит лемме 3.3, согласно которой взяв 

2 ' а2 - а1 < тМ2 , получаем, что (а 1 )- 1 - (а2 )- 1 · = <>2-а1 < .::r:l:f:_ < 
а1·а2 2·а1а2 -! < 7. Полученное противоречие доказывает единственность обрат-

ного числа и завершает доказательство. О 

Рассмотрим теперь по порядку свойства введенных выше правил 
сравнения, сложения и умножения вещественных чисел. 

Теорема 4.1. Для введенн.ых выше правил сравн.ени.я, сложения 
и умн.о:ж;ен.и.я в множестве .IR вещественн.ых 'Ч.~Lсел справедливы 13 
свойств ( *), пере'Ч.исленн.ъtе в определении 2.11. 

Доказательство. Свойство 1) - транзитивность сравнения - уже 
было доказано выше для множества вещественных чисел (см. лемму 
3.1). Перейдем к следующим свойствам. 

2) Покажем, что \:/а, Ь Е JR, а + Ь = Ь + а. В самом деле, пусть 
рациональные числа a1,a2,/31,f32 удовлетворяют неравенствам(**) 
для вещественных чисел а, Ь. Тогда, по определению суы!l!ы, f31 +а1 = 
а1 + /31 :::; а.+ Ь :::; а2 + fJ2 = fJ2 + а2 . Таким образом, Иl\!еем: (J1 + а1 :::; 
а + Ь :::; /32 + а2. Значит, число а + Ь удовлетворяет определению 
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суммы Ь +а. В силу единственности такой суммы, это означает, что 

а + Ь = Ь +а, что и требовалось доказать. 
3) Аналогично, для тех же чисел a 1,a2 ,{31,{h и произвольных 

рациональных чисел 11, 12, удовлетворяющих неравенствам 11 ::; с ::; 
/2, имеем: а1 +(,81 +11) = (а1 +.В1)+11::; (а+Ь)+с::; (а2+.В2)+12 = 
а2+(,82+12) . Таким образом, получаем: а1 +(,81 +11) ::; (а+ Ь) +с ::; 
а2 + (,82 + 12), то есть число (а + Ь) + с удовлетворяет определению 
суммы а+(Ь+с). А поскольку такая сумма единственна, это означает 

равенство: (а+ Ь) +с= а+ (Ь +с), что и требовалось доказать. 
4)Покажем, что число О Е IR обладает особым свойством: \;/а Е JR, 

а+О =а. 

Пусть рациональные числа а1 , а2, .В1, .В2, удовлетворяют неравен­

ствам ( **) для вещественных чисел а и Ь = О. Взяв ,81 = .В2 = О, име­
ем: а1 = а1 +О::; а+О::; а2+О = а2. Таким образом, а1 ::; а+О::; а2. 

Если предположить, что а и а + О - различные вещественные числа, 
то междУ ними можно вставить, согласно лемме 3.4, два различных 
рациональных числа р, q, разность между которыми q-p = <р >О. Но 
тогда разность а2 - а1 не может быть меньше ~шсла <р, что противо­
речит лемме 3.3, согласно которой эта разность может быть сделана 
как угодно малой. Свойство 4) доказано. 

5) Покажем, что \;/а Е JR верно, что а+ (-а) = О, то есть число 
-а является противоположным элементом для а по сложению. 

Пусть рациональные числа а1 , а2, ,81 , ,82 , удовлетворяют неравен­

ства!ll (**) для вещественных чисел а и -а соответственно. Тогда 
а1 +.В1 :::; а.+(-а) ::; а2+,62, причеы всегда а1 +.В1 :::; О, а2+.В2 :;::: О. По­
этому ясно, что число О удовлетворяет определению суммы а+ (-а). 

В силу единственности суммы вещественных чисел, отсюда немед­

ленно следует, что О= а+ (-а), что и требовалось доказать. 
б)Покажем, что число 1 имеет следующее особое свойство: \;/а Е 

JR, а · 1 = а. Согласно правилу умножения вещественных чисел, до­

статочно провести доказательство для а > О. 
Пусть неотрицательные рациональные числа а1, а2 , ,81, .В2, удо­

влетворяют неравенствам(**) для вещественных чисел а> О, 1. То­
гда имеем: а1 · .В1 ::; а1 · 1 ::; а :::; а2 · 1 ::; а2 · ,82. Отсюда видно, 
что число а удовлетворяет определению произведения а· 1. Поэтому, 
в силу единственности произведения, а · 1 = а, что и требовалось 

доказать. 

Аналогично доказываются свойства 7)-10). 
11) Докажем следующее свойство (связь сравне1Шя и сложения): 

Va, Ь, с Е IR верно, что если ааЬ, то (а+ с)а(Ь +с), где а Е { =, <, > 
, $,:;:=:};Проведем доказательство для случая а=<. Для остальных 
вариантов значений отношения а доказательство проводится анало-
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гично. 

Итак, докажем, что Va, Ь,с Е JR, верно, что если а< Ь, то (а+с) < 
(Ь+с). Пусть рациональные числа а1, а2, .В1, ,82, удовлетворяют нера­
венствам ( **) для вещественных чисел а, Ь, и 11 , 12 - произвольные 
рациональные числа, удовлетворяющие неравенствам 11 ::; с ::; 12 • 

Так как а < Ь, то можно выбрать а2 < ,81, и взять 12 - /l < ,81 - а2 . 
Тогда очевидно а2 + /2 < .В1 + /1, и мы получаем неравенства: 
а1 + 11 ::; а + с ::; а2 + /2 < .В1 + /1 ::; Ь + с ::; ,82 + 12. Отсюда, 
по транзитивности сравнения, следует, что а + с < Ь + с, что и тре­
бовалось доказать. 

12) Рассмотрим теперь связь сравнения и умножения: \;/а, Ь, с Е 
JR, О< с, верно, что если ааЬ, то (а· с)а(Ь ·с) где а Е {= < > < >}· ' ' ' ,_,_) 
Проведем доказательство также только для случая а =<. Осталь-
ные случаи доказываются аналогично. 

Итак, пусть а < Ь, О < с. Покажем, что тогда а. с < Ь. с. 
Выберем рациональные числа а1 ,а2,,В1 ,,В2 ,11 ,12 так, чтобы вы­

полнялись цепочки неравенств: а1 :::; а ::; а2 < ,81 ::; Ь ::; ,82, О < 
11 :::; с :::; /2, причем так, чтобы было а2 · 12 < ,81 · 1 1 . Послед­
нее неравенство всегда можно обеспечить. В самом деле, если хо­

тя бы одно из чисел а2, ,81 отрицательно, то неравенство а2 . 12 < 
.В1 · /1 очевидно для любых 11 , 12 при О < 11 :::; с ::; 12. Если же 
О < а2 < .В1, то возьмем последовательности рациональных чисел 
{11n},{12n}, где о< /ln::; с::; /2n,n::::: l,/2n -11n::; 10-n, и 
для Vn ;::: 1 вьшолнено неравенство /ln :::; /ln+l· Это можно сде­
лать в силу леммы 3.3. Зафиксируем, например, 1 11 . Тогда для чис­

ла t: = 111 · (~ - 1) найдется номер N = N(t:) такой, что Vn, п > N, 

будет 10-n < t: = /11 · ( ~ - 1). Поэтому будУт справедливы нера­
венства: /2n - /ln :::; 10-ri < 111 · (~~ - 1) :::; /ln · (~ - 1). Отсюда 
получи!ll: а2 · /2ri < /ln · .В1. Тогда будет справедлива и следующая 

цепочка неравенств: а1 · /1n :::; а· с :::; а2 · /2n < ,81 • /In :::; Ь ·с :::; ,82·12n. 
Отсюда, по транзитивности, немедленно следУет, что а . с < Ь . с, что 
и требовалось доказать. 

13) Покажем, что для любого вещественного числа а существует 
натуральное число N, N >а (аксиома Архиыеда). 

Ясно, что достаточно показать это для положительного веще­
ственного числа. Пусть а= ao,a1."an". >О. Положим .N = а0 + 1, 
тогда очевидно, то N >а. О 

Таким образом, мы имеем две алгебраические системы с носите­
лями Q и JR соответственно и одинаковыми наборами из 3 правил с 
13 свойствами ( *). 

Определение 4.4. Будем н.азыватъ два. ·члtс.ловъ~х мно:J1сества 
А и В с заданttъ~м на ~тх ttабором из 3 прав~м ( с.ложеttия,, умн.о{}lсе-
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ни.я и сравнения}, об.ладающи.-r; 13 сво'йствами (*), изоморфн:ыми 
друг другу (относите.лъно этих правил и сво'йств}, еСJ1и имеете.я 
взаимно-одн.озна'Чное отобра:J1Сение между их носите.л.ями ер : А --> 

В (назъ~ваемое в этом случае изоморфизмом}, которое согласова­
но с заданнъ~.ми правилами и сво'йствами, то естъ въто.лненЪL сле­

дующие ус.лови.я: 

1) (V'a,b Е А)((а < Ь) => (ер(а) < ер(Ь))); 
2) (V'a, Ь Е А)(ер(а + Ь) =ер( а)+ ер(Ь)); 
3) (V'a, Ь Е А)(ер(а · Ь) =ер( а)· ер(Ь)); 
Определение 4.5. Будем говоритъ, 'Что подмно:>1сество В С С 

замкнуrrw относите.лъно задаююго на множестве С описанного 
выше пабора 3 правил и 13 сво'йств, ее.ли с.лоа1Сеnие и умножение 

двух элементов из В, а ma'IC:>/ce переход к противоположному или к 
обратному элементу д.л.я элемента из В - дают снова элементы из 
.множества В, и кроме того, выделенные элементы О и 1 та'IС:>/Се 
принадлежат В. 

Определение 4.6. Будем говоритъ, 'Что .множество С с опи­
саннъ~.м выше набором З правил и 13 свойств яв.л.яется расшире­
нием данного .множества А с таким же набором из 3 правил и 
13 свойств, ее.ли существует изоморфизм между мноа1Сеством А 
с указанным набором правил и свойств и некоторъtм подмноже­
ством В С С, замкнутъtм относите.лъно заданных на С 3 правил 
с 18 свойствами, но при этом не существует изоморфизма между 
множеством А и всем множеством С (отн,осите.лъно указанного 

набора правил и своuств). 
Выясним теперь вопрос об изоморфности или неизоморфности 

множеств Q и JR рациональных и вещественных чисел с определен­
ными на них описанными выше наборами из 3 правил и 13 свойств. 

Заметим, что в определении изоморфности множеств А и В с 
описанным выше набором 3 правил и 13 свойств, в частности, тре­
буется, чтобы совпадали мощности носителей этих алгебраических 
систем, то есть чтобы card(A) = card(B). Если это не так, то данные 
множества заведомо не изоморфны. 

Теорема 4.2. N0 = card(Q) < card(JR) =с. 
Доказательство. Сначала докажем, что card(Q) = No. Зададим 

взаимно-однозначное отображение ер из Q в N следующим образом 
- по "высоте ''. Пусть r Е Q,r = т_;, где m,n - взаимно просты, 

m Е Z, п Е N. Определим "высоту" числа r как h(r) = lml + п. Будем 
нумеровать все рациональные числа по возрастанию их "высоты ", 
а в конечном множестве чисел с одинаковой "высотой"- по их есте-
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ственному возрастанию. Например, 

h(r) = 1 => 
h(r) = 2 =} 

h(r)=3=> 

(т =О) 
(r=-1,1) 
(т = -2 -l l 2) 

' 2' 2' 

ер(О) = 1; 
ер( - 1) = 2,ep(l) = 3; 
ер(-2) = 4,ер( - ~) = 5, 
ер(!)= 6,ер{2) = 7; 

и так далее. Легко видеть, что определенное таким образом отобра­
жение 'Р : Q --> N - является взаимно-однозначным . Следовательно 
card(Q) = card(N) = N0 . 

Теперь убедимся, что card(:IR) = card((O; 1)) = с. Для этого до­
статочно задать взаимно-однозначное отображение ф : (О; 1) _, R, 
например, так: ф(х) = ctg(1Гx). 

f!окажем, что No ~ с. Зададим отображение 'Г/ : Q _, Q с JR, 
где Q - подмножество всех nериоди"!еских бесконечных десятичных 
дробей, кроые дробей с 9 в периоде. Сопоставим каждому рацио­
нальному числу r = т_;, где m,n взаимно просты, в качестве 'ГJ(r) 
это же число в виде бесконечной десятичной дроби, полученной де­

лением m на п "в столбик". Такая процедура исключает появление 
бесконечных десятичных дробей с 9 в периоде. Кроме того, читате­
лям известно, что всякую периодическую дробь можно однозначно 

представить в виде обыкновенной дроби вида !!! . Поэтому очевидно 
< б n ' 1то описанное ото ражение 'rJ - взаимно-однозначно. По определению 
мощности множества, отсюда следует неравенство No $ с. 

Осталось показать, что с = card((O; 1)) f. card(N) = No . Предпо­
ложим противное. Пусть задано взаимно-однозначное отображение 

из (О; 1) в N, то есть задана нумерация натуральными числами всех 
чисел из интервала (О; 1): 

Xn 

0, Х11 Х12Х13" .XJn". 

0, X21X22X23".X2n". 

Но тогда получается противоречие, поскольку вещественное число 

Ь = О,Ь1Ь2· ".Ъn"., где bk <j {xkk,0,9}, k = 1,2,"., не содержится в 
заr1умерованной последовательности {xk}, однако очевидно принад­
лежит интервалу (О; 1). Полученное противоречие доказывает, что 
с f. No. А так как выше показано, что No ~ с, то следовательно 
No <с. D 

Из только что доказанной теоремы вытекают следующие 3 утвер­
ждения. 

29 



Следствие 4.1. Алгебраи'Ческа.п система с носите.п.ем Q, с 3 
указанными выше правилами !f 13 свойствами, изоморфн.а алгебраи­
'Ческой системе с носите.п.ем Q, рав'НЪLМ множеству веществен.нъtх 
'Чисе.п., представимых бесконе'Чными периоди'Ческими дробями (кро­
ме дробей с 9 в периоде), с соответствующими 3 правилами и 13 
свойствами. 

Следствие 4.2. Множества Q и JR с описа'Н'НЪtм въ~ше набором 
3 правил и 13 свойств - 'Не .яв.л.яютс.я изоморфными оrrтосителъно 

этого набора правил и свойств. 

Следствие 4.3. Множество JR с указттъ~ми прав7.1,да.ми и свой­
ствами .явл.яетс.я расширепием множества Q с этими :J/Ce прави­
лами и свойствами. 

Определение 4. 7. Мноа1сество А с данным набором правил и 
свойств пазываетс.я полным относите.л.ън.о этих правил и свойств, 

если не существует никакого его расширепи.я ( отн.осителън.о этих 
правил и свойств). 

Возникает естественный вопрос: существует ли какое-нибудь рас­

ширение множества вещественных чисел R относительно указанного 
выше набора 3 правил и 13 свойств, или JR является полным по от­
ношению к ним? Ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

Теорема 4.3 (о полноте множества вещественных чисел). 
Множество вещественнъ~х 'Чисел JR яв.п..яется полным относитель­
но описан:ного выше набора из 3 правил и 13 свойств.О 

В конце этой главы ыы дадим краткую схему доказательства этой 

теоремы. 

СфорlVrулируем теперь аксиоматический метод определения мно­

жества вещественных чисел, который заключается в следующем. 

Определение 4.8 (аксиоматическое). Мно[НСесmво веще­
ственных чисел. - это такое непустое мн.оа1Сество А, элементы 
которого удовлетворяют 17 аксиомам, в ка'Честве которых берут­
ся описан'Ный выше набор 3 правил и 13 свойств, а так:J1се аксиома 
полн.отъ~, то естъ требование полнотъt данного мно:нсества А от­

носите.п.ъно этого набора правил и свойств. 

Конечно, это определение следует понимать с точностью до изо­

морфизма относительно указанного набора правил и свойств. 

Модель Вейерштрасса. 

Одной из реализаций множества А, удовлетворяющего указан­

ным 17 аксиомам, является, как было показано выше, множество R 
бесконечных десятичных дробей (исключая дроби с 9 с периоде). Эта 
реализация (модель) арифметики вещественных чисел была предло­
жена К.Вейерштрассом. 
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Геометрическая модель. 

Геометрическая реализация (модель) множества вещественных 
чисел, удовлетворяющего 17 указанныl\1 аксиомам - это множество 

точек на числовой оси с соответствующими правила~vш сравнения, 
сложения и умножения. 

Опишем кратко еще две реализации (модели) арифметики веществен­
ных чисел. Одна их них принадлежит Г.Кантору и заключается в следу­
ющем. 

МОДЕЛЬ КАНТОРА. В множестве рациональных чисел Q рас­
сматриваются так называемые фундаментальные последовательности и 

бескоиечно малые последовательности (или иуль-последовательности) . 
Определим эти поиятия. 

Определение 4.9. Пос.л.едовате.л.ъность рациональных 'Чисел. { r 1 , r 2 , 

..• , Tn, ... } (то есть мно:>кество, занумерованное натура.л.ънъt.м.u •шс.л.а­
ми, причем r; tie обязательно различны при разн·ых i, i 2: I,} называетсл 
фунда.менmалъной, ес.п.и дл..я любого рациона.л.ъного чис.п.а с; > О суще­
ствует такое натура.л.ьное ч·ис.п.о N = N (с;), что д.л..я всех номеров п, т, 
где п > N,m > N, вер'НО1 что lrn - rтl < е. 

Определение 4.10. Пос.л.едовате.лъностъ рационалъных <~исе.л. {r
1

, r
2 

... , r n, ... } н,азывается бесконе-ч,но малой (или нулъ-nоследоваmелъ­
носmъю}, ес.л.и д.л..я любого рационального чис.л.а Е: >О существует такое 
натура.л.ьное числ.о N = N(c:), что для всех п, п > N, верно, •~то lrnl < Е:. 

Обозначим череэ А миожество всех фундаментальиых последователь­
иостей рациональных чисел. Введем на ием следующее отношеиие эк­
вивалеитности . Скажем, что две фундаментальиые последовательности 
а, Ь Е А, а = { ап }n=l,2, .. " Ь = {Ьп }n=l,2, .. " эквивалентиы, если их разиость 
а - Ь = {ап - Ьn}n=l,2, ... является нуль-последовательиостыо. Можно по­
казать, что введенное отиошение ЯI1ляется эквивалеитностью. Обозначим 
эту эквивалентность т. 

Определение 4.11. Мно:ж;есmво вещественных -чисел (по Кан­
тору) - это фактор-множество А/т, то есть множество классов эк­
вивалентности т на м1tо:>tеестве А фундамента.льнъ1х пос.л.едовате.льно­
стеu ра-циона.11ънь1х чисе.л. 

Определение 4.12. В моде.ли Кантора вещественное чис.л.о а Е А/т 
называется nоло:J/Сu.mелън-ым (оmрицаmелъным}, ес.л.и в этом клас­

се эквива.л.ентности есть положительна.я (отрицательна.я) фундамен­

тальная пос.п.едовате.льностъ {ап}n=1,2, ... , то есть такая, что д.л..я неко­
торого положите.лъного ра-ционального -чис.л.а r > О существует н,омер 
N такой, что д.л..я всех номеров п, п > N верно, -что an > r (соответ­
ственно an < -r ). Вещественное -чис.л.о а = О, ес.л.и в его классе эквива­
лентности имеетсл н,уль-пос.л.едовате.л.ьность. 

Можно показать, что всякая фундаментальная последовательность яв­
ляется либо положителыюй, либо отрицательной, либо бесконечио малой. 
Таким образом, все веществеиные числа, по Кантору, делятся на положи­
тельные, отрицательные и иуль. 
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Определение 4.13. Сумма (произведение) двух веществепных 
"/,исел а, Ь оnреде.л.яетс.я как 'К.llacc эквива.л.ент11ости суммъ~ (nроизведе­

ния} двух любых nредставителей их К.11ассов эквива.л.ентности. 
Определение 4.14. Проmuвоnоло:нсное вещественное чисдо к 

чис.л.у а оnреде.л.яетс.я как 'К.llacc эквива.л.ентности фундамента.л.ьной nо­

с.ледовательности, состо.ящей из чисел, nротивоnоложных no зпаку чле­
нам какой-нибудь последовательности из класса эквивалентности а . 

Определение 4.15. Обратное вещественное число дм ненуле­
вого чис.ла а оnреде.л.яете.11 как 'К.llacc эквивалентности фундаментальной 

nос.ледовательности, состо.ящей (начиная с некоторого номера п} из чи­

сел, обратных к членам какой-нибудь фундамента.л.ьной пос.ледователь­
ности из класса эквивалентности а. 

Определение 4.16. Говорят, что веществен~~ое "/,исло а бол.ъше 

(меньше) вещественного чис.п,а Ь, ее.ли разность а - Ь есть nоло:>1си­

те.л.ьное (отричательное} число. 
Можно показать, что определения 4.12 - 4.16 корректны, и для опи­

санных операций сложения, умножения и сравнения в модели Кантора 

выполняются 13 свойств(*). 
МОДЕЛЬ ДЕДЕКИНДА. (Является исторически первой.) 

Определение 4.17. Вещественным числом (no Дедекинду} назы­
вается всякое сечение мно:псества Q ра'Циональных •шсел, то есть такое 
разбиение А/В мnоэtеества Q на nодмноэtеества А (ни:нс~tее подмноже­
ство) и В (верхнее подмножество}, 'Что А n В = 0, А U В = Q, и дJt.Я 
любых а Е А, Ь Е В верно, "/,то а < Ь. Будем считать при этом, <tто 
у верхнего подмножества В нет наименьшего элемента. (Если такое 

наименьшее рачионал.ьное чис.ло обнаружите.я в верхнем подмножестве 

В 1 то nеренесем его в ни:нснее подмножество А, и оно станет там наи­

большим.) 

Определение 4.18. В модели Деде~,,"Uнда нулевым сечением (то 
есть нулевым вещественным числ.ом) является сечение на поло­

жите.л.ьные и неnоложите.л.ьные <tис.ла, где наибольшим в ни:нснем под­

множестве явJt.Яется <~исл.о нуль. По.ло:нсителъным вещественным 

числ.ом называется се"/,ение, в нижнем подмножестве которого есть 

положительное ра'Ционал.ьное 'Числ.о. Отрицательным числом назы­

ваете.я се<tение, где в верхнем подмножестве есть отричательное 'Числ.о. 

Определение 4.19. Будем говорить, что се"/,ение А/В бол.ъше се­
"/,ения А'/В', есл.и А' С А (ил.и, .~квива.л.ентно, В С В'). Сечения А/В и 
А1 /В1 равны, если А= А' и В= В'. 

Определение 4.20. Сум.мой (произведением) се"/,ений А/В и A'IB' 
называется се<tение (А+ A')l(B +В') {соответственно (А· A')l(B ·В') 
}, где А+ А':= {а+ a'ja Е А,а' Е А'},А ·А':= {а· a'ja Е А,а' Е А'}, 
анал.оги<~но дJt.Я В, В'. 

Определение 4.21. Противоnо.ло:нсным к А/В сечением назы­
вается Се'Чение ( - B)I( -А)' где -А := {-а/а Е А}' ана.л.ог't.1"1,НО ал.я -В. 

Определение 4.22. Обратным сечением дJt.Я nоло::11сительного се­
чения AjB называется се•~ение A"IB", где А":) в- 1 , В":) (А+) - 1 , А+ := 
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{а Е А/а> О},в- 1 
:= {b- 1 jb ЕВ}. При этом обратное се'tение для отри­

чательного сечения А/В определяете.я симметри"/,но. То есть для проти­
воположного сечения (-B)j(-A) строится обратное, как описано в·ыше, 
и затем берется противоположное к этому обратному. 

Можно показать, что определения 4.17-4.22 корректны, и для введен­
ных правил сравнения, сложения и умножения выполнены 13 свойств(*). 

В заключение приведем краткую схему доказатеJrьства Теоремы 4.3 
Схема доказательства теоремы 4.З. Нужно рассмотреть множе­

ство сечений уже не рациональных, а всех вещественных чисел. Если пред­

положить, что расширение вещественных чисел JR существует, то суще­
ствует некоторый его элемент а, а r/. IR. Рассмотрим сечение вещественных 
чисел AJB, определенное этим элементом. То есть А = {а Е !R/a < а}, В = 
{Ь Е IRjb > а}. Согласно определению сечения, множество А ограниче­
но сверху, а множество В ограничено снизу. Следовательно, существуют 

sирА = т, inf В = М, причем в силу теоремы 3.1 о точных гранях, это ве­
щественные числа. Согласно свойствам вещественных чисел, числа m, м 
заключены между сколь угодно близкими вещественными числами (из 

множеств А и В), поэтому они совпадают: т = М, и число т являет­
ся наибольшим в нижнем классе сечения AjB. Тогда т < а, а значит, 
а - т > О. В этом случае существует обратное число - 1 - Е !R. Пусть 

1 о:-п~ 

1 > ~ > О - некоторое вещественное число (его существование обес-
печивается аксиомом Архимеда для i). Но тогда а - т > l то есть 

1 1'' 
а > т + -;у. Это означает, что в нижнем подмножестве А рассматривае-
мого сечения число т не является наибольшим. Получено противоречие, 

которое и доказывает полноту вещественных чисел. О 
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Глава 2. Числовые последовательности. 

§1. Понятие последовательности. Ограниченные и 
неограниченные, бесконечно малые 

и бесконечно большие последовательности. 

Определение 1.1. Если любому патуралъному 'Ч,V.слу п по­

ставитъ в соответствие веществеnное 'Число Xn, то поду'Чеnnое 
(с'Ч.етное) мпожество 'Чисел {x1,x2 , . .. ,xn, ··· } будет пазъtватъ­
ся числовой последовательностью и обозна'Чаmъся {xn}~~ UJ1и 
{xn} · 

В дальнейшем будем опускать термин "числовая", везде понимая 

под последовательностью (если не оговорено иное) последователь­

ность вещественных чисел. 

Определение 1.2. Рассмотрим две последователъности {xn} 
и {Yn}· Последовате.лъност.ъ {xn + Yn} = {х1 + У1, ... ,xn + Yn, .. . } 
назъ~вается суммой {xn} и {Yn}; последователъностъ 

{ Xn - Yn} = { х1 - У1, .. . , Xn - Yn, ... } - их разностью; пос.ледова-
те.лъпостъ {xn · Уп} = {х1 · Yii · .. ,xn · Yn, .. . } - произведением; 

последователъностъ {ь..} = {:!'.1. 1 ••• , ь, ... } - -ч.астным (ес.ли 
Yn У1 Yn 

Yk =1 О при всех k Е N}. 
Определение 1.3. Говорят, 'Ч.rno последователъnостъ {xn} 

ограничена сверху (снизу), если существует такое веществен­
ное 'Ч.UСЛО М (т), 'Ч.то д.л..я всех номеров n Е N въ~полнено перавен­
ство Xn ~ М (xn ~ т} . Числа Ми т назъ~ваются в этом слу'Ч.ае 
верхней и ни:."сней гранями последовательности {xn} со­

ответственно. Пос.ледователъnость {xn} пазъ~вается ограничен­

ной, если существует веществеиное 'Число А такое, 'Ч,то перавен-

ство /xn 1 ~ А въ~полняетс.я д.ля всех иомеров n Е N. 

Заметим , что последовательность {xn} ограничена тогда и только 
тогда, когда она ограничена и сверху, и снизу. Действительно, пусть 

существуют числа М, т такие, что т ~ Xn ~ М \:/п Е N. Тогда 
положим А= max{lml, IMI}· Наоборот, если /xnl ~А при всех п Е N, 
то можно взя·.rь m =-А, М =А. 

Определение 1.4. Последоваrпелъпостъ {xn} называется 
неограниченной, ее.ли для любого веществе}tного поло:псител,ъного 

'Числа А 1-1.айдется натурал,ънъtй номер N тшкой, 'Ч,m,о въшол,няется 
неравенство lхн/ > А. 

Последнее определение означает в точности , что последователь­

ность называется неограниченной тогда и только тогда, к?гда она не 

является ограниченной . 
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Определение 1.5. Пос.ледовате.лъnостъ {xn} nазывается бес­
коне-ч.но большой, если д.л..я любого положите.лъnого веществен­
nого 'Числа А nаuдется такоu nатура.лъnъ~u номер N (зависящиu 
от А), 'Что для любого nатуралъnого n, п ;;:: N, будет въ~полне1-1.о: 
lxnl >А. 

Замечание 1.1. Если последовате.лъnостъ { Xn} - бесконе'Ч,­
nо болъшая, то ona, О'Ч,евидно, является nеограни'Чеnnой. Об­
ратпое, вообще говоря, неверnо. Например, последователъностъ 
{ xn} = {О, 1, О, 2, О, 3, .. . } - nеограни'Чеnная, no не бескоnе'Ч,UО болъ­
шая. 

Определение 1.6. Последователъnостъ {xn} назъ~вается бес­
конечно малой, ее.ли д.л..я любого nоложителъпого вещественного 
'Числа е наuдется натуралънъ~й помер N = N(e), такой, -что для 
всех nатуралъnых 'Ч,исел п;;:: N будет въ~по.1теnо: /xn/ < е. 

Теорема 1.1. Пустъ {an}, {.Вn} - бескоnе-ч.по малые последо­
вателъnости. Тогда последователъ1-1.остъ {а . an + Ь . .Вn}, где а, Ь 
- произволъпъtе вещественнъtе -числа, также яв.л..яется бесконе-ч.nо 

малой . 

Доказательство. Выберем произвольное положительное число 
е. Так как последовательность {an} - бесконечно малая, то су­
ществует такое натуральное число N 1 , зависящее от е, что при 

п Е N, п ;;:: N1, выполнено: lanl < 2~1 (если а =J= О). Анало:щчно 
3N2 = N2(e) Е N такое, что l.Вnl < 2fьj (при Ь =}о О) Vn ~ N2 . 

Положим N = max{N1 , N2 }. Тогда для любого п Е N, п ~ N, 
будет выполнено : /а· а,.,+ Ь · .Вnl ~ /al · lan/ + IЬ/ · l.Вnl < е/2 +е/2 = е . 
Это означает, по определению, что последовательность {а. an + Ь . .Вn} 
является бесконечно малой. О 

Следствие. Лиnейnая комбиначия любого коне-ч.иого -ч.ис.ла бес­
ктtе'Ч,'НО малых последователъностей естъ бескоие-ч.но малая после­
дователъностъ. О 

Теорема 1.2. Пустъ {ап} - бескоnе-ч.nо малм последователъ­
nостъ, { Xn} - ограни-ч.енная. Тогда последователъностъ { an . Xn} 
так:ж:е является бесконе'Ч,'НО малой. 

Доказательство. Выберем произвольное положительное число 
Е:. Так как последовательность {xn} ограничена, то существует по­
ложительное число А такое, что lxnl ~ А Vn Е N. Так как после­
довательность { an} -- бесконечно малая, то существует такое нату­
ральное число N, · зависящее от е, что для любого натурального n, 
n;;:: N, выполнено: lan/ < е/А. 

Значит, для любого натурального n, начиная с номера N, будет 
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выполнено: lan · xnl <А· (t:/A) = Е. Отсюда следует, что последова­
тельность { an · xn} является бесконечно ыалой. О 

Теорема 1.3. Любая бесконе·ч:но ма.ла.я последовате.л.ъностъ яв­

ляется ограниченной. 

Доказательство. Пусть {an} - бесконечно малая последо­
вательность. Возьмем в определении 1.6 с: = 1. Тогда найдет­

ся такое натуральное число N, что для любого п, п ~ N, бу­

дет выполнено неравенство lanl < 1. Положим по определению 
А = max{l, la1I, la2I, ... , lам- 1!}. Тогда lanl ~ А Vn Е N, то есть 
последовательность { an} ограничена. О 

Следствие. Произведение .любого хонечного числа бесхонечно 

маль~х последовате.л.ъностей естъ бесконечно ма.лая последователъ­

ностъ. о 

Теорема 1.4. Пустъ { an} - бесконечно ма.л.ая последователъ­

ностъ. Если an =с Vn Е N, 1 то с= О. 

Доказательство. Предположим противное: с f. О. Тогда обозна­
чим Е = ~ > О. Так как последовательность { an} - бесконечно 
малая, то найдется натуральное число N = N(c:) такое, что для лю­
бого п ~ N будет выполнено: lanl < Е. Но последнее неравенство 
означает в точности, что lcl < ~, что невозможно. Значит, наше 
предположение неверно, и с= О. О 

Теорема 1.5. 1} Пусть {хп} - бесконечно бо.л.ъшая последова­
те.л.ъностъ. Тогда, начиная с некоторого номера п, определено част-

ное { x1
n } , которое яв.л.яетс.я беско~tечно ма.л.ой последовате.л.ъно­

стъю. 

2} Ее.ли пос.ледовате.лъностъ { an} - бесконе-ч,но ма.лая и an f. О 
д.л.я .любого натуралъного номера п, то последователъ.ностъ { a

1
n } 

является бесконечно болъшой. 

Доказательство. 1) Пусть {xn} - бесконечно большая после­
довательность. Тогда существует натуральное число N1 такое, что 

для любого п :;:: N1 выполнено: lxnl > 1. Значит, начиная с номера 

N 1 , определено частное { х~ } . Выберем произвольное положитель­
ное число Е. Так как последовательность {xn} является бесконечно 
большой, то существует натуральное число N2 = N2(E) такое, что 
N2 :;:: N1 и lxnl > 1/Е Vn :;:: N2. Значит, начиная с номера N2, вы-

полняется неравенство / х1п / < Е, то есть последователыюсть { х~ } 

является бесконечно малой . 

1 такие последовательности называют стационарными 
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2) Пусть { an} - бесконечно малая последовательность и an f. О 
для любого натурального ноыера п. Выберем произвольное поло­
жительное число А . Тогда найдется натуральный ноыер N = N(A) 
такой, что lanl < *для любого п:;:: N. Это означает, что, начиная с 

номера N, верно неравенство / "'~ / >А, то есть последовательность 
{ а1п } является бесконечно большой. О 
Упр~нение 1.1. Показатъ, что произведение бесконечно болъ­

шой и бесконе-ч,но малой последователъпостей может явл.ятъся: 
а) бесконечно бо.л.ъшой последователъностъю; б) бесконечно малой 
nос.ледователъностъю; в) ограниченной, но не бесконечно малой по­
следователъностыо; i) неограни-ч,енной, но не бесконе'Ч,нО большой 
последователы~остъю. 

§2. Сходящиеся последовательности и их свойства. 

Дадим три эквивалентных определения сходящейся последова­
тельности. 

Определение 2.1. Последователъностъ {xn} называется схо­
дящейся, ec.лtt найдется вещественное "'ис.ло а такое, что пос.ле­
дователъностъ { Xn - а} является бесконечно ма.лой. Число а на­
зывается в этом случае пределом nос.ледователъностп {xn}· Еслп 
последователъностъ пе является сходящейся, то говорят, "'то она 
расходится. 

Определение 2.2. Последователъностъ {xn} пазъtвается схо­
дящейся, если найдется веществепное 'ЧUС.л.о а такое, "'то д.ля лю­
бого числа Е > О будет существовать натура.лъпъtй номер N, зави­
сящий от с:, удовлетворяющий условию: lxn - al <с: Vn) N. 

Перепишеы последнее неравенство в виде: 
-Е < Xn - а < Е {::} а - Е < Xn < а + Е. Тогда получим, 
что последовательность сходится, если для любого Е > О най­

дется натуральный номер N = N(t:), удовлетворяющий условию: 
Xn Е {а - Е, а.+ t:) Vn:;:: N . 

Интервал (а. - с:, а.+ t:) будем называть Е-окрестностью точки 
а и обозначать Ве (а). 

Определение 2.3. Последователъпостъ {хп} называется схо­
дящейся, ее.ли пайдется веществепное число а такое, "'то в Л'J()бой 
с:- окрестности то'Чки а содержатс.я все элементы последователъ­

ности {xn}, начиная с некоторого номера (зависящего от Е). 

Обозначения: lim Xn = а. или Xn ---+ а.. 
n-+oo n-+oo 
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Замечание 2.1. Пусть lim Xn =а. Тогда {xn-a} = {ап}, где 
n-++oo 

{ an} - бесконе·ч:н.о малая последовате.льность. Зна'Ч,ит, для любого 

натурального n можем записать: Xn = а+ an, где {an} - беско­
не·ч:н.о мала.я последовате.льность {специальное nредставлепие для 

элементов сходящейся последовате.льности}. 

Определение 2.4. Будем говорить, 'Ч,mо последовате.льпость 

{xn} стремится к +оо (стремится к -оо) при n--+ +оо, если 
для любого вещественного А > О пайдется номер N, зависящий от 
А, такой, 'Ч,тО Xn >А (xn <-А} Vп ~ N. 

Обозна'Ч,ени.я: lim Xn = +оо ( lim Xn = -оо} или Xn --+ +оо 
n-++oo n-++oo n-++oo 

(xn --+ -оо}. 
n-++oo 

Будем говорить, 'Ч,то последовате.л.ьnость {xn} стремится к 
бесконечности при п --+ +оо, если для любого веществеnного 

А > О найдется номер N, зависящий от А, такой, 'Ч,тО Jxn/ > А 
Vn ~ N (то есть если последовате.льnость {xn} является беско­
не'Ч,НО большой}. 

Обозnа-ч,ения: lim Xn = оо ил.и Xn --+ оо. 
n-++oo n-++oo 

Теорема 2.1. Сходящаяся посл.едовател.ъностъ имеет один и 
тол.ько один предел. 

Доказательство. Предположим противное: lim Xn = а и 
n-++oo 

lim Xn = Ь, причем а =/= Ь. В силу специального представления 
n-++oo 
для эле11Iентов сходящихся последовательностей можем написать: 

Xn = а+ an и Xn = Ь + f3n, где {an}, {fЗп} - бесконечно 11Iалые 
последовательности. Значит, an - f3n = Ь - а при всех п Е N. Но 
{а" - fЗп} - бесконечно малая последовательность (теорема 1.1), а 
значит, Ь-а =О (теорема 1.4). Полученное противоречие доказывает 
утверждение теоремы. О 

Теорема 2.2. Если последовател.ьnость сходится, то она огра­
ни-ч,ена. 

Доказательство. Пусть lim Xn = а. Тогда существует нату-
n-++оо 

ральное число N такое, что /xn - aJ < 1 Vn ~ N (положили с = 1 в 
определении 2.2). Обозначим А = max{Jal + 1, /x1J, /х2/, . .. , /хм-1/}. 
Получим, что /xn/ ~А при всех n Е N, то есть последовательность 
{ Xn} ограничена. О 

Замечание 2.2. Утверждеnие, обратное к утверждению тео­
ремы 2. 2, вообще говоря, неверно. Рассмотрим посл.едовател.ьн,ость 
{xn} = {1, -1, 1, -1, ... }. Он,а, о'Ч.евидн,о, ограни'Ч.ен,а, но не являет­

ся сходящейся. Действительно, пусть это ne так и существует 
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вещественн.ое 'Ч,исло а такое, 'Ч,то lim Xn = а. Тогда последова-
n-++оо 

тельности { Xn - а} и { Xn+I - а} являются бескон.е'Ч,Н.О малыми. 
Зна'Ч,ит, бескон,е'Ч,НО малой является и их разnость { Xn - Xn+I}. Но 
/xn - Хnн/ = 2 для любого н.атура.11ьного п. Мы пришли к противо­
ре'Ч,иЮ. Следовательно, последовате.льnостъ {xn} расходится. 

Следующие три теоремы посвящены арифметическим операция1\I 
над сходящи11Iися последовательностя11ш. 

Теорема 2.3. Пусть lim Xn = а, lim Уп = Ь. Тогда суще-
n-++оо n-++oo 

ствует преде.л суммы и разnости этих последовательностей, при­
'Ч,ем lim (xn ± Yn) = а± Ь. 

n-++cx:> 

Доказательство. В силу специального представления для эле­

ментов сходящихся последовательностей имеем: Xn = а + an, 
Yn = Ь + f3n, где { an}, {f3n} - бесконечно малые последовательности. 
Значит, (xn ±yn)-(a±b) = an±f3n· Так как {an±f3n} - бесконечно 
малая последовательность, то, согласно опре,делеиию 2.1, получаем, 
что lim (xn ± Yn) = а± Ь. О 

n-++oo 

Теорема 2.4. Пусть lim Xn = а, lim Yn = Ь. Тогда cy-
n-++oo n-++oo 

ществует предел. произведения этих последовате.льностей, при-ч,ем 

lim (xn · Уп) =а· Ь. 
п-..+оо 

Доказательство. В силу специального представления для эле­

ментов сходящихся последовательностей имеем: Xn = а + an, 
Уп = Ь + f3n, где {а"}, {f3n} - бесконечно малые последователь­
ности. Значит, (xn · Yn) - а· Ь = Ь · an +а· /Зn + D!n · /Зn· Так как 
{Ь · an +а· f3n + an · .Вn} - бесконечно малая последовательность 
(как сумма трех бесконечно малых), то, соглас~ю определению 2.1, 
получаем, что lim (хт. · Yn) = а· Ь. О 

n-++oo 

Лемма 2.1. Пусть lim Yn = Ь, при-ч,е.м Ь =/= О. Тогда, на-ч,и­
n-++оо 

ная с некоторого номера N, определена посл.едовате.л.ьностъ {У~}, 
которая, является огра11и'Ч,енной. 

Доказательство. Выбереы с = W. Тогда существует номер 
N = N(c) такой, что при всех п ~ N имеем: 

/Ь/ JЬI 1ь1 /Ь/ 
/Yn - Ь/ <с{::} -2 < Yn - Ь < 2 {::} Ь - 2 < Yn < Ь + 2· 

Значит, IYnl > W, то есть Yn =/= О и / ;" 1 < l~I для любого n ~ N. 

Следовательно, последовательность {У~ } определена и ограничена 
при всех п ~ N. О 
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Теорема 2.5. Пустъ lim Xn = а, lim Yn = Ь, nри'Чем 
n-++oo n-++oo 

Ь # О . Тогда существует предел 'Частного этих nоследователъно-

стей, nри'Чем lim :!:.... = % . 
n-++oo у,,.,. 

Доказательство. В силу специального представления для эле­

ментов сходящихся последовательностей имеем: Xn = а + O!n, 

Уп = Ь + fJn , где { O!n}, {fJn} - бесконечно малые последовательности. 
Значит, 

Xn - ~ = Xn. ь - Yn. а = (а+ О!n)Ь - (Ь + fJn)a = ~ (an - ~fJn) . 
Yn Ь Yn • Ь Yn · Ь Yn Ь 

Согласно лемме, последовательность {У: } ограничена; последова­
тельность { O!n - Б fJn} - бесконечно малая как разность двух беско­

нечно малых. Значит, и последовательность {У: ( O!n - Ъ-fJn)} явля­
ется бесконечно малой (как произведение бесконечно малой и огра­

ниченной) . Получили, что { ~ - Ъ-} бесконечно мала, то есть что 
lim ь =!!_О 

n->+oo у.,. Ь 

Докажем несколько утверждений, связанных с предельньш пере­

ходом в неравенствах для последовательностей. 

Теорема 2.6. Пустъ lim Xn = а и nос.ледователъностъ {xn} 
n-++oo 

такова, 'Что Xn ~ Ь (xn ~ Ь} при всех п ~ N для иекоторих Ь Е JR и 
N Е N. Тогда виnол:н.ено nреде.лъное неравенство а~ Ь {а ~ Ь}. 

Доказательство. Предположим, что Xn ~ Ь при всех п ~ N, но 
а< Ь. Обозначим с:= Ь - а> О. Тогда найдется такое натуральное 
число N1 = N1 (c:), что lxn -al <с: Vn ~ N1 . Пусть N2 = mах{N,N1}­
Получаем, что для любого п ~ N2 выполняется цепочка неравенств 

lxn - al < Ь - а{::} а - Ь < Xn - а< Ь - а{::} 2а - Ь < Xn < Ь. 

Но по условmо теоремы Xn ~ Ь. Мы пришли к противоречию. Значит, 
наше предположение неверно и а ~ Ь. О 

Замечание 2.3. Из того, 'Что Xn > Ь при всех патура.л.ъпъ~х п, 
пе следует, вообще говоря, что lim Xn > Ь {а .лишъ lim Xn ~ Ь}. 

n-++oo n~+oo 

Например, 1+1. > 1, по lim (1+1.) = 1. 
n n--++oo n 

Следствие 1. Пустъ {xn}, {Yn} - сходящиеся пос.л,едовате.л,ъ­
ности и существует натура.лъный но.мер N такой, что Xn ~ Yn 
Vn ~ N. Тогда lirn Xn ~ lirn Yn. 

n->+oo n->+oo 

Доказательство. Так как Xn ~ Yn, то (Yn - Xn) ~ О Vn ~ N. 
Значит, lirn (Yn - Xn) ~О, то есть lirn Xn ~ lim Yn · О 

n-+oo n--++oo n-++cxi . 
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Следствие 2. Пустъ lim Xn = а. Ее.ли д.л.я любого натуралъ­
n--++оо 

ного n верно, -ч.то Xn Е (Ь,с), то а Е [Ь,с). О 

Теорема 2. 7 (принцип двусторонней ограниченности). 
Пустъ lirn х" = lim Yn =а. Ес.л,и nос.л,едовате.лъностъ {zn} та-

n-++оо n-++oo 
кова, 'Что для всех натура.л.ънъ~х п ~ N въ~полпеио двойное перавеп-
ство Xn ~ Zn ~ Yn, то {zn} сходите.я и lim Zn =а. 

n-++oo 

Доказательство. Из условия теоремы следует, что 

Xn - а ::;; Zn - а ~ Yn - а при всех n ~ N . Значит, начиная с 
номера N, выполнено: lzn - aJ ~ max{lxn - al , IYn - aJ}. Выберем 
произвольное число с:> О. Тогда н~ется натуральное N1 = N1 (c:) 
такое, что lxn - aJ <с: Vn ~ Ni {так как lim Xn =а) . Аналогично 

11-а.+оо 

найдется натуральное N2 = N2 (c) такое, что Jy~ - ai < с: Vn ~ N2. 
Обозначим N3 = max{N, N 1 , N2 }. Тогда при всех п ~ N3 получим: 

lzn - а! <с:. Это и означает, что последовательность {zn} сходится 
и lim Zn =а. О 

n-++oo 

§3. Монотонные последовательности. 

Определение 3.1 П оследовате.лъносrпъ { Xn} пазываеrпс.я 

неубывающей {невозрастающей), ее.ли неравенство Xn ~ Xn+i 
{xn ~ Хnн) выnолпен.о д.л.я любого натура.лън.ого но.мера п. Ес.л,и 
пос.ледовате.льпостъ являете.я неубывающей или невозрастающей, 

то она называется монотонной. 

Пос.ледовате.лън.остъ {xn} называете.я возрастающей (убы­
вающей}, если для .любого }tатура.лъного но.мера · п въ~полн..яется 

неравенство Xn < Xn+1 {xn > Хп+1). 
Теорема 3.1 Ec.лtL nоследовате.лъностъ { Xn} не убывает и огра­

ни'Чепа сверху (пе возрастает и ограни'Чена спизу}, то она сходит­
ся. 

Доказательство. Пусть {xn} ограничена сверху и Xn ~ Xn+i 
Vn Е N. Тогда существует вещественное число х = sup{xn}· Значит, 
Xn ~ х Vn Е N и для любого с: > О найдется натуральное число 
N = N(c:) такое, что XN > х - с:. В силу монотонности {xn} получа­
ем, что для любого n ~ N верно: х - с:< XN ~ Xn ~ х < х +с:. Но 
это означает в точности, что х = lim Xn· Случай, когда последова-

n-а.+оо 

тельность { Xn} не возрастает и ограничена снизу, рассматривается 
аналогично. О 

Определение 3.2 Бесконе'Ч.nая nоследовате.лъностъ сегментов 
{[а1, Ь1], [а2 , Ь2], ..• , [an, Ьn], ... } называете.я системой стягиваю­
щихся сегментов, если выпо.лнепы два ус.л,ови.я: 
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1) а,. ::;;; аnн, Ьn ~ Ьn+l nри всех n Е N (то есть 
[а1,Ь1] :J [а2,Ь2] :J · · · :J [an,Ьn] :J ... ); 

2} ]im (bn - an) = О. 
n_.+oo 

Следствие из теоремы 3.1 Пусть {[an, Ьп]}~~ - система 
ст.ягивающихс.я сегментов. Тогда существует единственная то-чка 

с Е IR такая, -что с Е [an, Ьn] Vn Е N (то есть система ст.ягиваю­
щихся сегментов имеет единственную общую mо'Ч.~). 

Доказательство. 1) Докажем существование. Так как последо­
вательность {an} - неубьшающая и ограниченная сверху {напри­
мер, an ::;;; Ь 1 Vn Е N), то она имеет предел. Последовательность 
{Ьп} является невозрастающей и ограничена снизу (например, чис­

лом а1 ), следовательно, она также сходится. Поскольку по условию 

lim (bn - an) = О, то Jim an = lim Ьn = с. Очевидно, что 
n-++oo n-++oo n-++oo 

с Е [an, Ьn] Vn Е N (в силу монотонности обеих последовательно­
стей). 

2) Проверим единственность. Пусть числа с, d Е R таковы, что 
с Е [an,Ьn], d Е [an,Ьn] Vn Е N. Предположим, что с < d. Тогда 
неравенство bn - an ~ d - с > О выполнено для всех натуральных 
n. Значит, lim (Ьп - ап) ~ d - с > О. Это противоречит условию, 

n-++oo 
следовательно, наше предположение неверно и с ~ d. Но совершенно 
аналогичными рассуждениями можно получить, что d ~ с. Значит, 
c=d. О 

Примеры монотонных последовательностей. 

1. Число е. 

Лемма 3.1 (Бином Ньютона). Пусть а, Ь - произвольные 
вещественные -числа. Тогда д.л.я любого натурального п справедливо 

равенство 

n 

(а+ Ь)п = "Ckaп-kьk = соап + с1ап-1ь + ... + спьп 
~ n n n n ' 
k=O 

где с~ (n-~)!k! биномuалъные коэффuцuенты, 
п! = 1 · 2 · 3 · · · · · n npu всех п Е N (-читается: n-фа:кториа.л.); 
О! = 1 по определ.еншо. 

Доказательство. Проведем доказательство методом математи­
ческой индукции. 

1) (база индукции) . При n = 1: (а+ Ь) 1 = сра1 ь0 + С}а0Ь1 =а+ Ь 
- верно. 

2) (предположение ИНдУКЦlш). Предположим, что утверждение 
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n 
справедливо для некоторого n Е N: (а+ ь)n = L C~an-kьk. 

k=O 

3) (шаг ин,цукции). Проверим справедливость формулы при n+ 1. 
Для этого докажем сначала некоторые свойства биномиальных ко­
эффициентов: 

1 
со -- n. -,---...,--- = 1, 

n (n - О)!О! 
сп n! = = 1 Vn Е N; 

n (п - n)!n! 

ck + ck+1 = n! + n! - n!(k + 1 + n - k) -
n n (n - k)!k! (n - k - l)!(k + 1)! - (n - k)!(k + 1)! -

(n+ 1)! _ k+l 
((n + l) _ (k + l))!(k + l)! - Сп+1 Vk,n Е N, k < п. 

Теперь мы можем записать цепочку равенств: (а+ ь)n+l = 

= (а+ b)n(a + Ь) = (С~ап + С~ап- 1 ь + · · · + с;:ьп)(а + Ь) = 

= c0an+1 + СОаnь + С1 апь + с1 аn- 1 ь2 + с2аn-1 ь2 + ... + n n n n n 

+с;:- 1 аьп + С::аЬ" + С::Ь"+~ = ~an+i +(С~+ С~)апь+ 
+(С~+ С~)аn- 1 ь2 + · · · + (с;:- 1 + С::)аЬп + с;:ьп+~ = 

n+l 

= со ап+1 + ci аnь + ... + c:i+lьn+i - "ck an+1-kbk 
п+1 n+l n+l - ~ n+l 

k=O 

(при переходе к последней строке мы воспользовались доказанными 
выше свойствами биномиальных коэффициентов). Шаt· индукции за­
вершен, лемма полностью доказана. О 

Рассмотрим последовательность {xn} = { (1 + ~)n} и докажем, 
что она является монотонной и ограниченной. 

Проверим сначала, что {xn} возрастает. Преобразуем общий член 
последовательности: Xn = (1 + ~)n = 

п! 1 п! 1 n! 1 
=1+ ·-+ ·-+···+ ·-= 

(п - 1)!1! п (п - 2)!2! п2 (п - n)!n! пn 

= 1 + ~ + n(n - 1) . 2_ + ... + n(n - 1) ... (п - (n - 1)) . _!_ = 
n n2 2! пn n! 

= 2 + ~ ( 1 - ~) + ... + ~! ( 1 - ~) ( 1 _ ~) ..... ( 1 _ n : 1) . 

Аналогично 

Xn+l = 2 + 2. (1 - -1-) + 2. (1 - -1-) (} - -2-) + ... + 
2! n + 1 З! п + 1 n + 1 

43 



+(n~l)! (l- n:l) ··· (i- n:l) · 

Заметим, что последнее слагаемое в выражении для Xn+l положи­

тельно, поэтому при его отбрасывании все выражение уменьшается. 

Каждое же из n первых слагаемых в выражении для Xn+i боль­
ше соответствующего слагаемого в выражении для Xn, поскольку 

1 _ 5. < 1 - _k_ при всех натуральных значениях k < n. Значит, 
n n+l 

Xn < Xn+l· 

С дРуrой стороны, так как 1- ~ < 1, то 

1 1 1 1 1 1 - - _1_ 
Xn < 2 + 2! + 3! + ... + n! ~ 2 + 2 + 22 + ... + 2n-l - 3 2n-l < 3 

(здесь мы воспользовались легко проверяемым неравенством 

k! ~ 2k-1 Vk ~ 2). 

Таким образом, мы показали, что последовательность {xn} мо­
нотонно возрастает и ограничена сверху числом 3. Значит, она име­
ет предел. Предел этой последовательности - так называемое чис­

ло е - одна из фундаментальных математических констант. По 
определению е = lim (1 + ~)". Из наших рассуждений видuо, 

n-++oo 

что (1 + ~)n Е (2,3] Vn Е N, следовательно, 2 ~ е ~ 3. На са­
мом деле число е является иррациональным; его можно вычис­

лить с любой точностью. С точностью до 15-го знака после запятой 

е= 2,718281828459045 .... 
Пример 3.1 Докажем еще одну формулу дл..я. 'Числа е: 

1 1 1 . ~1 
е=1+-+-+···+-+···= l1m Lkl 

1! 2! n! n-+oo k=O •. 
(3.1) 

Обозначим а,.= f: "'k· Мы уже знаем, что (1 + ~( < an Vn Е N. 
k=O 

Покажем что lim (an - (1 + l )") =О. Из неравенства Вернул-
' n-.+oo n 

ли2 следует, 'Что 

( 1) ( k - 1)~1_1+2+ ... (k-1)=1-k(k-1). 
1 - ~ . . . 1 - -n r n 2n 

Отсюда 

2(1+xi){l+x2) ... (l+xn) ~ 1+х 1 +х2 +·. ·+xn, если х1, ... Xn - вещественные 
числа одного знака., большие -1 
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n 1 k(k - 1) 1 n 1 1 ( n 1 ) 3 
~ L k! 2n = 2n L (k - 2)! ~ 2n 1 + L 2k-з ~ 2n · 

k=2 k=2 k=З 

Так как 2~ -> О nри n --+ +оо, то (an - (1 + ~)n) -> О, то есть 
lim an = е. 

n-++сю 

Формула (3.1} nозво.11J1ет вычисллть 'Число е с любой стеnехыо 
точности. Действительно, д.IUI любого натурального n справедлива 
оценка 

1 ( 1 1 ) 2 
< ( n + 1) ! 1 + 2 + 22 + · · · = ( n + 1) ! (3.2) 

С nомощыо последнего иеравепства легко показать, что •~исло 
е яв.11J1ется иррациональным.. В самом деле, пусть это пе так и 

е = ~, где р Е Z, q Е N (причем q ~ 2, так как из формул (3.1), (3.2} 
следует, очевидно, что 2 < е < 3, т.е. •~исло е не яв.11J1ется целым}. 

Тогда q!e = q! ( 2 + t + fi + · · · + ~) + q!rq, значит, q!rq Е Z, но из 
(3.2) вытекает, что О < q!rq < (ч+zi)! = q~I ~ ~ < 1. Полученное 
nротиворе•~ие nоказь~вает, что наше nредполоакение иеверпо, то 

есть -число е хе .нвляетс.н ра-цштальным. 

2. Последовательности, заданные рекуррентно. 

Рассмотрим последовательность { Xn}, заданную форыулой 

Xn+J = ~ ( Xn + :,. ) при всех n Е N (способ задания последова­
тельности, при котором каждый следующий член вычисляется через 

предыдущий, называется рекуррентным, от латинского recurrens 
- возвращающийся). Здесь а - любое положительное число, х1 >О 
выбирается произвольно. Покажем, что последовательность {xn} не 
возрастает и ограничена снизу. Действительно, х1 > О, следователь-
но, х2 = ~ ( х1 + :, ) > О. Аналогично Xn > О Vn Е N. Более то-
го, Xn = :f2.2a (~ + ~) ~ .;а при n ~ 2, так как выражение 

уа Xn-1 

х"_, ~ 2 об 7а + х"_, ~ как сумма двух положительных взаимно ратных 
величин. 

Проверим теперь, что {xn} не возрастает: 
~ - 1 (1 а) 1 _ 

"'" - -2 + з- ~ -2 · 2 - 1, значит, Xn+l ~ Xn при всех на-
з:" 

туральных n ~ 2 (мы воспользовались доказанной выше оценкой 
Xn ~ Va Vn ~ 2). 
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Мы доказали, что последовательность {хп} монотонна и ограни­
чена, следовательно, существует х = lim Xn. Для того, чтобы най­

n-++оо 

тих, перейдем к преде;rу в обеих частях рекуррентного соотношения: 

х = lim Xn+l = lim t (xn + ..!!...) = ~ (х +°').Отсюда получаем n-++oo n-++oo ж.,.. ж 

уравнение относительно х: 2х2 = х2 + а. Поскольку х ~ .jO, > О , то 
х =.;а. 

§4. Предельные точки последовательностей. 

Определение 4.1. Пусть {xn} - произвольная последова­
тельность, k1 , k2, .. . , kп ,. . . - натуральнwе 'Ч.исла, такие, •~то 

ki < kz < < kп < Тогда последовательность 
xk,, xk, , . .. , Xkn, . . . називается nодnоследовате.л:ьностъю по­
следовательности { Xn} и обозна'Ч.аетс.я { Xkn}. 

Утверждение 4.1. Если lim Xn = а, то любая подnоследо­
n-++оо 

вательность последовательности {xn} также сходится к а. 

Доказательство . Выберем произвольное число с > О. Тогда най­
дется натуральное N = N(c) такое, что lxn - al <с при всех п ~ N. 
Пусть {xkn} - подпоследовательность {xn}- Так как kN ~ N, то 
можем утверждать, что при всех п ~ N : lxkn - al < с, то есть 

Jim Xkn =а. 0 
n-++ oo 

Утверждение 4.2. Если все подпоследовательности некотороu 
последовательности {хп} сходятся, то они сходятся к одному и 
тому эке 'Ч.ислу а, и, в 'Ч.астности, lim Xn = а. 

n-++oo 

Доказательство. Так как { xn} является по определению 
собственной подпоследовательностью, то по условию существует 

lim Xn· Обозначим этот предел через а. Тогда, согласно предыду­
n-++оо 

щему утверждению, любая подпоследовательность последовательно­

сти {xn} также будет сходиться к а. О 

Определение 4. 2. То'Ч.ка х Е IR называете.я nределъной точ­
кой (частичным пределом) последовательности {xn}, если в 
любой окрестности этоu то'Ч.ки содержится бесконе'Ч.но .много эле­
ментов последовательности {xn} · 

Определение 4.3. Точка х Е IR называется nределъной точ­
кой (частичным пределом) последовательности {xn}, если су­
ществует подпоследовательность { xkn} последовательности { Xn} 

такая, 'Ч.то lim Xkn = х. 
n-++oo 

Утверждение 4.3. Оnределених 4.2 и 4.З эквивалентны. 
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Докзательство. Покажем; что из определения 4.2 следует 4.3. 
Так как в любой окрестности точки х лежит бесконечно много эле­
ментов последовательности {xn}, то найдется патуральный номер k

1 
такой , что xk, Е (х - 11 х + 1) . Далее, найдется такое натуральное 
число ~ > ki, что Xk2 Е (х - 1/2, х + 1/2), и так далее. Итак, для 
любого п Е N найдется натуральный номер kп > Jc.._ 1 такой, что 
Xkn Е (х - 1/п, х + 1/п). Получаем, что для любого вещественного 
с > О существует натуральное N = [1/с] + 1 такое, что при всех 
п ~ N выполнено: lxkn - xl < l/n ~ l/N <с , то есть lim Xk = х . 

n-++oo n 

Проверим теперь, что из определения 4.3 следует 4.2. Пусть 
lim Xkn = х . Тогда для любого вещественного с > О существует n-+oo . 

натуральное N = N(c) такое, что Xk~ Е В1:(х) при всех n ~ N. Но 
это и означает, что в любой окрестности точки х будет содержаться 
бесконечно много элементов последовательности { Хп}. О 

Замечание 4.1. Точках называете.я nределъной точкой бес­
конечного мно::нсества Х, если в любой ее окрест~юсти содер­
Э1сится бесконечно много :мементов .множества Х. 

Предельние то"Ч.ки nоследователыюсти и мноэ1Сества ее зна'!е­
ний могут, вообще говоря, не совпадать. Например, последователь­
ность {1, - 1, 1, -1, . . . } имеет две предельные то'IК'U: 1 и -1, в то 
время. как мноэкество.м ее зна'!е~~ий является коне'Ч.ное .мно:J1Сество 
{ -1, 1}, которое не имеет предельнuх то•1ек. 

Упражнение 4.1. Проверить, что следующее утверждение .яв­
ляется :J?Свивалентнwм определением nределъно'й mo'IК'U множе­
ства: mо'Ч.ка х називается nределъной точкой бесконечного 

мно::нсесmва Х, если в любой ее окрестности содерЭ1ситпся хотя 
би один элемент мноЭ/сества Х, отличний от х . 

Упражнение 4.2. Привести пример nоследовательн.ости, име­
ющей бесконе'Ч.но много предельних то'Ч.ек, и такой, 'Ч.то .множе­
ство ее зна"Ч.ениil. 11е имеет {коне"Ч.нuх) nредельнuх то•1е?С. 

Утверждение 4.4. Пусть \im Xn = х . Тогда {хп} имеет ров-
n-++оо 

но одну предельную точку, равную х. 

Доказательство. Так как Jim Xn = х, то х - предельная точ­
n-++оо 

ка последовательности {xn} (определение 4.3) . Других предельных 
точек у { Xn} tieт (утверждение 4.1). О 

Определение 4.4. Наибольшая (наименьшая) из предельных 
то'!ек rюследовательности {xn} на.зь1вается ее верхним (ни::нс­
ним) пределом и обозн.а•tаеrпся lim Хп ( lim хп) - Если .м1ю-

n-++оо n-+ oo 

жество nредельних то'lек последовательности {xn} н.е ограни'Ч.ено 
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сверху (с'Нuзу), то говорят, "'то lim Xn = +оо ( 1im Xn = -оо). 
n-+oo n-+oo 

Теорема 4.1. У вся11:ой огра1iu"'еtшой nос.ледовательн.остu суще­

ствуют (11:оне"'ные} верх11uй и нtЮtСнuй пределы u, в "'аст1юсти, 
хотя бы одна предельн.ая то"'?Са. 

Доказательство. Так как последовательность { Хп} 
ограничена, то существуют вещественные числа т и 

М такие , что т ::;; Xn ::;; М Vn Е N. Обозначиы 
А = { х Е JRI существует не более "'ем 11:оне"'ное "'ис.ло номеров k Е N 
та11:uх, "'тохk > х}. Ыножество А не пусто (так как М Е А) и 
ограничено снизу (например, числоl\1 т - 1). Значит, существует 
число х = inf А . 

Докажем, что х = Jim Xn· Выберем произвольное вещественное 
n-+oo 

f: >О. Так как х = inf А, то : 1) x-f: ~А , следовательно, правее точки 
х - f: на числовой оси лежит бесконечно много элементов последова­
тельности {xn}; 2) существует точках' Е А такая, что х::;; х' < x+f:, 
значит, правее х' (тем более, правее x+f:) на числовой оси лежит не 
более чем конечное число элементов {х"}. Получаем, что в интерва­
ле ( х - f:, х + f:) содержится бесконечно много элементов последов~ 
тельности {xn} · Это означает по определению , что точках является 

предельной точкой { Xn}. 
Покажем что х - наибольшая из предельпых точек последо­

вательности 1 {xn}· Пусть х > х. Обозначим f: = "'2"' > О (тогда 
В0 (х) n В0 (х) = 0). Так как окрестность В0 (х) целиком лежит пра­
вее точки х + f:, то в ней содержится не более чем конечное число 
элементов последовательности { Xn}. Следовательно, точка х не яв­
ляется предельной точкой {xn}· l\Iы показали, что х = n~~ao Xn· 

Аналогично проверяется существование нижнего предела последо­

вательности {xn}· О 
Следствие 1. Пусть последовательность {xn} огранu"'ен.а, 

х = Jim Хп, ;!;. = !i_щ Xn· Тогда 'VE: > О 3N = N(E:) та1е0й, "'то 
n-++oo n-++oo 

Xn Е (;!;. - Е:, х + Е:) при всех n ;;:;:: N. 

Доказательство следует из того, что для любого Е: > О правее 
х+Е: (левее ;J;_-E:) па числовой оси лежит не более чем конечное число 
элементов последовательности { Xn}. О 

Следствие 2 (Теорема Больцано-Вейерштрасса). Из лю­
бой огранu"'енной последовательности можн.о выделить сходящу­
юся подпоследовательность. О 

Следствие 3. Последовательность {хп} сходится тогда u 
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толь11:0 тогда, 11:огда она огранu"'ена u lim Xn = Jim х" . 
n -++oo n-++oo 

Доказательство. Необходимость. Пусть последовательность 
{xn} сходится. Тогда она ограничена (свойство сходящихся последо­
вательностей) и имеет единственную предельную точку (утвержде­
ние 4.4). 

__jJостато"'ность. Пусть последовательuость {xn} ограничена и 
lim х" = lim х" = х. Тогда для любого Е: > О найдется нату-

n-++оо n -++oo 

ральный номер N = N(E:) такой, что х" Е (х - Е:,х + Е:) при всех 
n ~ N (следствие 1). Но это и означает, что х = Jiш Xn. О 

n-+oo 
Утверждение 4.5. Пусть последовательность {х"} та11:ова, 

"'то ее мо:>1с11О разбить на 11:оне"'11Ое "'исло М неnересекающих­
ся подпоследовательностей, каждая uз 11:оторых имеет предел: 
а1, " " ам. Тогда "Ч'UC/la а1,""ам являются nредельньши то-ч11:а­
мu последовательности { Xn}, и другuх предельнъtх то"'е" она не 
имеет. 

Доказательство. Пусть {хп} разбита па подпоследовательности 
{xkn }, "., {xkn }, т. ч . Jim Xkn = а1 , ". , lim Xk = ам, 1 М n1-+oo 1. nм-++оо nм 

причем эти подпоследовательности не имеют общих точек , а их 

объединепие дает всю последовательность {xn}· Тогда, по дока­
занному ВЫIПе, числа а1 , . . . , ам являются предельными точка­

r.m последовательности {х"}. Пусть а '/= ai, i = 1". "М. Обо­
значим Е:1 = (la - а11)/2 > О, "" Е:м = (/а - амl)/2 > О ; 
Е: = min{ Е:э, . . . , Е:м} > О. Поскольку число а1 является пределом 
подпоследовательности {xkn, }, то все элементы этой подпоследов~ 
тельности, за исключением конечного числа, принадлежат множе­

ству ВЕ, (а1). И так далее, наконец, все элементы подпоследователь­
ности {хkпм }, за исключением конечного числа, принадлежат мно­
жеству Вем (ам ). Зна~IИт, в €-окрестности точки а может лежать 
лить конечное число элементов последовательнО<.'ТИ { Xn} (так как 

по построению эта окрестность не пересекается ни с одним из мно­

жеств В01 (аэ ), .. . , В<м (ам )), то есть точка а не является предельной 
точкой {xn} · О 

Замечание 4.2. Данное утвер:ждение нельзя, вообще го­
воря, перенестu на слу"'ай бесконе"'1t0го "'uс.ла подпоследо­

вательностей. Например, рассмотрим последовате.п.ьность 

{хп} {1, 1, ~. 1, ~. ~' 1, ~ . i, !, 1, ~' k, !, ~. 1, . . . } . Ее .можно 
разбить на с"'еrпное •шсло непересе11:ающuхся стацuонарнъ~х подnо­
следоваrпельностей: 

{xk,} = {1, 1, 1,. " }, {Xk2 } = {!, ~. ~'" . } ". " {xkn} = { *' *' *'" ·}, 
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. . . ка:жда.я из которt>LХ имеет предел: 1, ! , t, ... ~, . . . . Однако 
исход-на.я последовательность имеет еще од-ну пределы,ую то'Ч.ку, 
отличную от перечисленных. Действительно, из последователь­
ности {хп} можно так:ж:е въ,делить подпоследовательность 
{ х~} = { 1, ~, t, ... , ~, ... } , имеющую своим пределом точку О. 

Пример 4.1. Найдем то'Ч.Н'Ьl.е верхнюю и нижнюю гра­

ни, а так:ж:е верхний и Ни:J/Сний предел'ЬI. последовательности 
{xn} = {2,-2,1+! 1 -l-~," ., l+~,-l-~ 1 ".}:inf{xn} = -2, 
sup{xn} = 2 (очевид-но); lim Xn = 1, lim Xn = -1 {так как no-

n-+oo n-+..J..oo 

следовательность { Xn} разбиваете.я на две подпоследовательности: 
{х1 , х3 , х5 , ... } и {х2 , х4 , х6 , ... }. Первая из этих подпоследователь­
ностей сходите.я к 1, вторая - к -1). 

Упражнение 4.3. Доказать, 'Ч.mо д.л.я любой огранu'Ч.ен­
t,ой последователъ11ости {xn} имеет место цепо'Ч.ка неравенств: 
inf{xn} ~ lim Xn ~ lim Xn ~ sup{xn}· 

n--++oo n-+сю 

§5. Критерий Коши сходимости последовательности. 

Определение 5.1. Последовательность {xn} назuвается фун­
даментальной или nоследовательн.остью Коши, если '1:/с: > О 
3N = N(c) Е N, т.'Ч.. Vn ~ N и Vp Е N вътолнено: lxn+p - Xnl <с:. 

Лемма 5.1. Пусть последовательность {xn} фундаменталъна. 
Тогда для любого с: > О найдется натуральный номер N = N(c) 
такой, что Xn Е ( х N - с:, х N + с) Vn ~ N. 

Доказательство . Положим в определении фундаментальной по­

следовательности n = N. Тогда получим, что Vc: > О найдется 
N = N(c:) Е N, т.ч. Vp Е N выполнено : lxN+p-xNI <с:. Это означает, 
что для любого n ~ N: lxn -xNI <с:, то есть Xn Е (xN -с:, XN +с:). О 

Лемма 5.2. Люба.я фундаментальная nоследователъностъ огра­
ничена. 

Доказательство. Пусть последовательность {xn} фундамен­
таJiьна. Тогда положим в утверждении предыдущей леммы с = 1 
и получим, что 3N Е N, т.ч. Xn Е (xN - 1,XN + 1) при всех n ~ N. 
Обозначим А= max{lx1I, ... , lxN-11 1 lxNl+l}. Тогда lxnl ~А 'l:/n Е N, 
то есть последовательность {xn} ограничена. О 

Теорема 5.1. (критерий Коши сходимости последователь­
ности) . Последовательность {xn} сходите.я тогда и только тогда, 
когда она фундаментальна. 

Доказательство . Необходимость. Пусть х = lirn Xn · Выберем 
n-++oo 

произвольное с: > О . Тогда найдется Т'd.КОе натуральное N = N(c:), 
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что неравенство Jxn - xl < с:/2 будет выполнено для любого n ~ N. 
Тем более, для тобого n ~ N и для любого р Е N будет выполнено 
неравенство lxn+p - xl < с/2. Значит, Vn ~ N и Vp Е N: 

lxn+p-Xnl = lxn+p -x+x- xnl ~ lxn+p-xl +lxn -xl < с:/2+с:/2 =с:, 

то есть последовательность { xn} фундаментальна. 

Достатrw•шость. Пусть последовательность {xn} фундаменталь­
на. Тогда опа ограничена. Значит, согласно теореме Больцано­
Вейерштрасса, из нее можно выделить сходящуюся подпоследо­
вательность {xk,.}. Обозначим х = lim+ Xkn и докажем, что 

n-> оа 

х = lim Xn· Выберем произвольное с:> О . Так как х = lim xk 
n-.+oo n-.+oo n J 

то 3N1 = N1(c:) Е N, т.ч. lxkn - xl < с:/2 Vn ~ N1. С другой сто­
роны, поскольку {xn} фундаментальна, то 3N2 = N2 (c:) Е N, т.ч. 
неравенство lx"+P - xnl < с:/2 будет выполняться Vn ~ N2 и Vp Е N. 
Положим теперь N = max{N1 , N2}. Тогда для любого n ~ N имеем: 

(так как kn ~ n, то можно считать, что Xkn = Xn+p, где р = О или 
р Е N). Получаем по определению, что х = lim Xn· О 

n-++oo 

Следствие (критерий Коши расходимости последователь­
ности). Последовательность {xn} расходится тогда и только то­
гда, когда найдется такое вещественно число с:> О, 'Ч.mо для любого 
натурального номера N найдутся натуральное 'Ч.исло n ~ N и на­
туральное число р, для котор'Ьl.Х будет выnолн.ятьс.я неравенство: 
lxn+p - Xnl ~С:. О 
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Глава 3. Задачи 

§1. Задачи к первой главе 

Задачи к §1 главы 1 
1.1. Показать, что nри.м.ехя.я законы двойственности, можно 

мен.~~ть .местами оnера:ции U и n в свойствах 3 )-6) основных опе­
раций над .множествами. 

Решение. Покажем, напри111ср , как поменять местами операции 

U и n в свойстве 6). Пусть И - некоторое множество , содержащее 
одновременно J1Jножества А,В и С. В следующей выкладке мы при­

меняем свойства 2), 6) и законы двойственности. 
А u (В n С) = (И\ (И\ А)) u ((И\ (И\ В)) n (И\ (И\ С))] = 

(U\(U\A))U[U\((U\B)u(U\C))] = U\[(U\A)n((U\B)U(U\C))] = 
и\ [((И\ А) n (И\ В)) u ((И\ А) n (И\ С))]= И\ [(И\ (А UB)) u(U \ 
(А u С))]= и\ [И\ ((А u В) n (А u С))]= (А u В) n (А u С). 

Таким образом , доказано , что А U (В n С)= (А u В) n (А u С). 
Предлагаем чит-d.телям самостоятельно получить аналогичные мо­

дификации свойств 3)-5). 
1.2. Доказать: в ка:ждом бесконечном мно:жестве есть счетное 

nод.мноа1сество. 

Решение . Пусть задано произвольное бесконечное множество А. 

Выберем из него один произвольный элемент и обозначим его а1 . 

Так как А бесконечно, то в нем есть и другие элементы, то есть 

А\ {а 1 } -:/ 0. Выберем из подмножества А\ {а1 } тобой элемент 
и обозна•шм его а2 . И так далее. Если уже выбраны n элементов 
ai , ""an, то снова подмножество .4 \ {a1"."an} -:f 0. Поэтому при 
любом n можно из А\ {а1 , ""an} выбрать следующий элемент a.i+ i · 
Продолжая этот процесс до бесконечности, получим счетное подмно­

жество {a.,.}n=I,2"" , что и требуется . 
1.3. Доказать, что card(Z) = N0 . 

Решение. Зададим соответствие r.p ыежду множествами Z и N, 
например, следующим образом : r.p(O) = 1,r.p(k) = 2k ,r.p(-k) = 2k + 1, 
k Е N. Проверьте , что отображение r.p взаимно-однозначно . 

Задачи для самостоятельного решения 

1.4. Доказатъ свойства 1}-8} основных операций над множе­
ствами. 

1.5. Доказать, ''то добавле1ше или отбрасwвание конечного чис­
ла элементов не мен.~~ет мощности бесконечного множества. 

Задачи к §2 главы 1 (для самосто.ятелъного решения) 
2.1. Описать класСЪ1 эквивалентности no моду.л.ю 5 на множестве 

це.л.ых чисе.л.. 
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2.2. Обозначим через А множество всех фундамента.л.ьных nос.л.едо­
вате.л.ьностей рацuона.л.ьных чuсе.л.. Введем на нем с.л.едующее бинарное 
оп111оше11ие т. Скажем, что две фундамента.л.ьные nос.л.едовате.л.ьности 

а, Ь Е А, а= {an}~~ . Ь = {bn}~~ . находятся в отношении т , ес.л.u ux 
разность а - Ь = {an - bn}~~ хв.л.яется t1у.л.ь-nос.л.едовате.л.ьностью. До­
казать, что т - Э11:вива.л.ентt1ость . 

2.3. Задаiht.м на множестве N бинарное отношение т, nо.л.агая д.л.я 

э.л.ементов а, Ь Е N, что атЬ в том и то.л.ько в том с.л.учае, когда а де.л.uт­
ся на Ь . Доказат1>, что отношение т есть части-чнъ1й, но не линейный 

порядок t1a N. 

Задачи к §3 главы 1 
3.1. Доказать: если {х} ~{у}, то sup{x} $ sup{y} . 
Решение. Предположим, "ЧТО {х} ~ {у}, но sup{x} > sup{y}. По 

определению то"Чной верхней грани множества { х}, для с: = ~ ( sup{ х }­
sup {y}) > О найдется элемент х' Е { х} такой, что х' > sup{ х} - с: > 
sup{y}. Но последнее неравенство противоречит условию {х} ~{у} , 
в силу которого, очевидно, х' $ sup{y}. О 

3.2. До'Казать: если А = { х }u{y}, то sup А = max(sup{ х }, sup{y} }. 
Решение. 1-й способ. Предположим , от противного, что sup А > 

max(sup{x}, sup{y}). Это означает, что в А= {х} U {у} существует 
элемент, строго больший и sup{x}, и sup{y}, а значит, строго боль­
ший всех эле111ентов как из { х}, так и из {у}. Но множество { х} U {у} 
состоит только из элементов { х} и {у}. Пришли к противоречию. Ес­
ли предположить, что supA < max(sup{x},sup{y}), то это озна"Чает, 
что существует элемент из {х} (или из {у}), строго больший всех эле­
ментов из объединения А = { х} U {у}. Противоречие. Следовательно, 
единственно вооможный СЛ)rчай: supA = max(sup{x},sup{y}) . 

Например: {х} = {1;2;3}, {у} = {3;4;5;6}, тогда sup{x} = 3, 
sup{y} = 6, {х} U {у}= {1; 2; 3; 4; 5; 6}, sup( {х} U {у})= 6. 

2-й способ. Так как {х} Е А , {у} Е А, то sup{x} $ supA, sup{y} $ 
supA, но тогда max(sup{x},sup{y}) $ supA. Осталось искJiючить 
случай max(sup{ х}, sup{y}) < sup А. Действительно, если предпо­
ложить, что это так, то в объединении двух множеств существует 

элемент, строго больший любого из элементов {х} и {у}, что невоз­
можно. Полученное противоречие завершает доказательство. 

3.3.Доказать: еслиВ = {x}n{y}, mosupB $ min(sup{x},sup{y}). 
Решение. Пусть min(sup{ х }, sup{y}) = sup{ х }. Предположим, что 

sup В > sup{ х}. Это означает, что существует элемент пересе"Чени.я 
{ х} n {у} ~ { х}, строго больший всех элементов JVmожества { х}. Про­
тиворечие. Следовательно, supB $ sup{x}. Симметричный случай, 
когда min(sup{x},sup{y}) = sup{y}, рассматривается аналогично. 
'Утверждение доказано. 
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Прuмери. l)СтрогоенеравенствоsuрВ < rnin(sup{x},sup{y}) вы­
полнено, например, при: {х} = (-оо, ~), {у}= {1; 2; 3}:::} {x}n {у} = 
{1;2}, supB = 2 < rnin(~ 1 3) = ~-

2) Равенство supB = min(sup{x}, sup{y}) выполнено, например, 
при: {х} = (1,3], {у}= [2,4):::} {х} n {у}= [2,3] , supB = 3 = 
rnin(З; 4). 

3.4. Пусть { -х} есть множество 'Чисе.л., nротивоnоло:>1Снь~х 'ЧUС­
лам из {х} . Тогда справедливо равенство: inf{- x} = - sup{x}. 

Решение. Пусть sup{x} = М < +оо , тогда, по определению точ­

ной верхней грани, \:/х Е { х} х $ М и Vc > О 3х ' Е { х} такой , 
что М - с < х' $ М. Умножая основные неравенства в этом опре­

делении на минус единицу, получаем: V(-x) Е {-х}, -х 2: -М 
и -М $ -х' < -М +с, где -х' Е {-х}. По определению точ­

ной нижней грани это означает, что число-Месть точная нижпяя 

грань { -х }, то есть inf{- x} = -М. Утверждение доказано для слу­

чая конечного М . Если М = +оо, то множество { х} не ограниче­
но сверху, но тогда множество { -х} не ограничено снизу, а значит 

inf{-x} = -оо. Утверждение полностью доказано. 
3.5 Доказать: если {х +у} есть множество всех сумм х +у, 

где х Е {х}, у Е {у}, то сnравед.л.иво равенство: inf{x+y} = inf{x} + 
inf{y} . 

Решение. Пусть inf{x} = т' > -оо, inf{y} = т" > -оо. Тогда, 
по определению точной нижней грани, \:/х Е { х} и \:/у Е {у} верно, 
что х;?: т', у;?: т", а также Vc >О, 3х' Е {х} и 3у' Е {у} такие, 
что m' $ х' < т' + ~, т" $ у' < т" + ~ . Отсюда получаем, что 
\:/х + у Е { х + у}, х + у 2': т' + т", а также что Vc > О 3( х' + у') Е 
{х +у} такой, что m' + т" $ х' +у' < т' + т" +с. Последние 
неравенства означают, что число т' + т" является точной нижней 
гранью множества {х +у}, т.с. inf { х +у} = inf{ х} + inf {у}. 

Случай, когда хотя бы одна из точных граней inf { х}, inf {у} равна 
-оо, рассмотрите самостоятельно. 

3.6. Доказать: если { ху} - мно:J/Сество всех nр01.1.Зведений ху, где 
х Е {х}, у Е {у}, и множества {х}, {у} состо.ят tLЗ nо.л.о:J1Ситель­

tt'Ь/.Х 'Чисел, то верно равенство: sup{ ху} = sup{ х} · sup{y}. 
Решение. Пусть sup{ х} = М' < +оо, sup{y} = М" < +оо. По 

определению точной верхней грани, \:/х Е {х} и \:/у Е {у} верно, что 
О $ х $ М', О $ у $ М", а также для любого достаточно малого 
с> О существуют х' Е {х} и у' Е {у} такие, что О< М' - с< х' $ 
М', О < М" - с < у' $ М" . Отсюда, перемножая неравенства, 

получаем, что \:/ху Е {ху}, О $ ху $ М' М", а также О < (М' -
с)(М" - с)= М'М" - (сМ' + еМ" - с2 ) < х'у' ~ М'М" . Так как 
величина сМ' +сМ" - с2 может быть сделана сколь угодно малой, то 
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последние неравенства означают, что число М' М" является точной 

верхней гранью множества {ху} , т.е. sup{xy} = sup{x}. sпр{у}. 
Случаи, когда точные грани sup{x}, sup{y} обращаются в +оо 

или О , рассмотрите самостоятельно. 

3. 7. Доказать: если { х} - множество nоложительних 'Чисе.л., 
npиotteм inf{x} >О, то верно, 'Что: inf {l} = ~ 

ж вuр 1ж 1 · 

Решение. Пусть sup{ х} = М < +оо . По условию, М > О . По 
определению точной верхней грани, \:/х Е {х},О < х $ М, и для 
тобого достаточно малого с > О существует х' Е { х} та.кой, что 
О < М - с < х' $ М. Обращая эти неравенства получаем что \;/ ! Е 
{ 1 } 1 1 

1 
' ж ;; , м $ ;; < +оо, а также для достаточно малого с> О существует 

.l. Е {l'l} й 1 < 1 1 1 Е "' х' ж та.ко , что м _ ;;; < М-.: = м + м(М-•) . .~ак как величина 
м(:.r-•) может быть сколь угодно малой, то последние неравенства 

озп~ч~, что ~ является точной нижней гранью множества { ~}, 
т.е. шf {-} = =-· 

ж SUP\ЖJ 

В случае sup{ х} = +оо имеем inf { ! } = О = ~ и, таким 
х sup 1жr' 

образом, доказываемое равепство также выполняется. 

3.8. Показать, 'Что множество всех nравильнuх рациона.л.'Ыt'ЫХ 
дробей ~, где т и n - натура..л.ьн.ъ~е 'ЧUС.Л.а и О < т < n, не имеет 
наименьшего и наибольшего элементов. Найти то"Чные нижнюю и 

верхнюю грани этого множества. 

Решение. Из очевидных неравенств О < 2m
2

- 1 < !!!: < 2m + l < 1 
n n 2n 

следует, что множество всех правильных положительных рациональ-

ных ,п;робей не имеет ни наименьшего, ни наибольшего элементов. 
Действительно, из этих неравенств видно, что для любого элемента 
~ можно построить правильную рациопалъную дробь как меньшую, 
так и большую его. 

Найдем точные грани. Зафиксируем любое сколь угодно малое 
с > О и покажем, что найдется рациональное положительное число , 
меньшее с. Так, взяв произвольное натуральное m, будем увеличи­
вать n до тех пор, пока не получим О < ~ < с (достаточно взять, 
например, n = [ ~] + 1) . Это означает, что inf { ~} = О. С ,п;ругой сто­
роны , для произвольного с > О легко подобрать правильную ,п;робь, 
большую 1 - с. Например, взяв произвольное k Е N, будем увели­
чивать т Е N до тех пор, пока не будет выполняться леравенство 
1 - с < m~k < 1 (достаточно взять m > k{l - •) ). Это означает, что 
sup{~} = 1. ~ 

3.9. Haйт1Linf{X} иsup{X} , еслиХ = {~± 2n:1 }, гдеn = 
1, 2, ... 

Решение . Представим множество Х в виде объединения двух мно­
жеств : Х1 = Н + 2n:i} и Х2 = Н - 2n:i }. Ясно, что sup{X} = 
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sup{X1}, inf{X} = inf{X2}. Из следующих очевидных неравенств 
t - 2{n~t) = 2(,~1) < 2n~I < 2';. = t видво, что величину 2n~l с 
ростом n можно сделать сколь угодно близкой к числу t . Предпо­
ложим поэтому, что inf{X} =О, а sup{X} = 1 и докажем это более 
строго. Рассмотрим для любого Е: > О следующие два неравенства: 
О< l - -"- < Е: 1 - Е: < t + П < 1. Решив их относительно n, 

2 2n+l ' n+ 1-2~ Э 
получиы, что оба неравенства выполняются при n > 4е . то ознаr-

чает, по определению точных граней, что inf{X} =О, sup{X} = 1. 
Задачи для самостоятельного решения 

3.10. Пусть {х} ~{у}. Доказать, что inf{x} ~ inf{y} . 
3.11. Пусть А= {x}U{y}. Доказать: inf А= min(inf{x}, inf{y} ). 
3.12. Пусть В= {x}n{y} . Доказать: inf В ~ max(inf{x }, inf{y} ). 
3.13. Пусть {-х} есть множество чисел, противоположных 

числамх Е {х} . Доказать, чтоsuр{-х} = -inf{x}. 
3.14. Пусть {х +у} есть множество всех сумм х +у, где х Е 

{х} , у Е {у} . Доказать, •~то sup{x +у}= sup{x} + sup{y} . 
3.15. Пустъ {ху} есть .м~ю:11сество всех произведений ху, где 

х Е {х} , у Е {у} , причем х ~ О, у ~О . Доказать, что inf{xy} 
inf{x} · inf{y}. 

3.16. Пусть {х} есть некоторое непустое .мно:)lсество поло:)lси-

тельных чисел, причем inf{x} >О. Д01сазать, что sup { ~} = inf{x}· 

3.17. Найти точные грани .множества натуральных "Чисел N. 
ОТВЕТ: inf N = 1, sup N = +оо. 
3.18. Доказать, что для числовой последовательности Xn = ~ 

верн'Ы равенства inf{xn} =О, sup{xn} = 1. 
3.19. До'Казать: inf(a, Ь) = inf[a, Ь] =а, sup(a, Ь) = sup[a, Ь] = Ь. 
За.ме'Ч.ание. Различие состоит в том, что в случае интервала (а, Ь) 

точные грани а и Ь не принадлежат ему, а в случае о·r·резка [а, Ь] -
принадлежат. 

Задачи к §4 главы 1 (для самостоятельного решения) 
4.1. Доказать, что из 13 свойств определени.я 2.11 следует, •~то 

особые элементы О, 1, а такэ1Се nрот11воnоложный элемент -а для 
каждого а Е А и обратнъ~й элеме"т а-1 для 'Каждого а Е А\ {О} 
определенъ~ единственнъ~м образом. Здесь А= Q или А= .IR . 

4 .2. До'Казать справедливость для вещественных чисел следую­
щих свойств 7)-1 О) из сово'Куnности 13 свойств ( *), перечисленных 
в определении 2.11: 

7) 'v'a, Ь Е R, а· Ь = Ь ·а; 8) 'v'a, Ь, с Е R, а · (Ь ·с)= (а· Ь) · с; 9) 
'v'a, Ь, с Е R, а· (Ь +с) = а· Ь +а· с; 10) 'v'a Е JR, а -:/:- О, а· а- 1 = 1, 
т.е. а- 1 является обратным к а элементом по умножению. 

4.3. Доказать, что из определения 4-4 следует, в частности, 
что ip(O) =О, ip(l) = 1, ip(-a) = - ip(a), а та'КЖе для а 1- О, ip(a-1

) = 
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4.4. Докааать, что если в классе эквивал<ттности no отношению 
т , описанному выше в задаче 2.2, uмеетсл xo111J1 бы од11а nол.ожитель-
1шя (соответств1т1w отрицательна.я, uли бескт~ечно малая.) фундамен­
талышя nоследователы1ость, то и все остальные фундаментальные nо­
следовате.льностu uз .<>того 1CJ111Cca эквивалентности - тоже nолоа1еu­
телъньtе {соответственно отрицательхwе, uли бесконечно малые) . 

4.5. Доказать, что фунда.менталыill.Я nоСАедовательность рациональ­
ных чисел являетсл либо положительной, либо отрuцателъной, либо 
бесконечно мал.ой. 

4.6. а) Доказать корректность оnреде.лений суммы, nроuзведенuя, 
противоположного и обратного мементов, а так:нсе nравuла сравненuя 
вещественных чuсел в модели Кантора. б} Докааать, что для этих nра­

вuл выnол11еt1ьt 13 свойств, nеречисл<тных в оnределе1ши 2.11. 
4.7. Докааать корректность определений nравuл САоженu.я, сравне­

НWI и умножехuя вещественных чисел в модели Дедекuнда и показать, 

что для нuх выполняются 19 свойств (*) uз оnределени.я 2.11 . 

§2. Задачи ко второй главе 

Задачи к § 1 главы 2 
1.1. Дока:зать, что {xn} есть бесконечно малая последователь­

ность, указав для 'v't:: >О натуральный номер N = N(t::) такой, что 
lxnl < Е: nри n ~ N, если 

(- l)n+I 
а) Xn = · 

n ' 
1 

б) х" = 1 . 
n. 

Доказательство. а) Зафиксируем произвольное Е: > О и рассмот­
рим неравенство lxnl = 1(-ll"+'1 = ~ < Е:. Легко видеть, что оно 
верно при п > :, и следовательно, при n ~ N(t::) = [:] + 1. По опре­
делению предела отсюда следует, что lim Xn =О. 

n->oo 
6) Аналогично пункту а), для любого Е: >О имеем: 

lxnl = 1~!1=~!~ 2n~l < Е:. 
Отсюда находим: n > 1 + log2 (:) и N(t::) = 2 + [log2 (~)]. 

1.2. Доказать, -что последовательность {xn}, где 

а) Xn = (-l)"n; б) Xn = 2..Гn, 

имеет бесконечный предел npu n -+ оо, определив для произвольного 

Е > О натуральный номер N = N(E) такой, что lxnl > Е npu 
n ~ N . 

57 



Доказательство. а) Для произвольно выбранного Е > О соста­
вим неравенство lxnl = 1(-l)nnl = п > Е. В качестве N(E) можно 
взять, например, [Е] + 1. 

б) Поступая аналогично пункту а), для произвольпого Е > О 
имеем lxnl = 12Гn1 = 2Гn > Е, откуда находим п > log~ Е. В качестве 
N ( Е) можно взять [log~ Е] + 1. 

1 
n 

1.3. Показать, "Что последовательность {xn}, где Xn = п<-) , 
не ограни'Ч.ена, однако не является бесконе'Ч.но большой при п --+ оо. 

Решение. Если бы { х"} была ограничена, то тобая ее подпоследо­
вательность также была бы ограничена. Од~1ако подпоследователь-
1юсть с четными номерами {x2k}, где X2k = 2k, k Е N, является бес­
конечно большой. Следовательно, {xn} - не ограничена. С другой 
стороны, { xn} не является бесконечно большой, так как существует 
подпоследовательность {x2k+J }, где X2k+l = 2k~l' k Е N, сходящаяся 
к нуто, что противоречит определению бесконечно большой после­

довательности. 

Задачи для самостоятельного решения 

1.4. Доказать, 'Ч.то {xn}, n Е N, есть бесконе'Ч.но малая последо­
вательность, указав для произволь'Но вЪLбранного с > О натураль­
ный номер N = N(c) такой, •1то lxnl <с при n? N, если 

2n 
а) Xn = з-1 ; б) Xn = (-l)n · 0,999n. 

n + 

ОТВЕТ: а) N(c) = [ ~ + 1; б)N(с) = [log0 _999 с]+ 1. 

1.5. Доказать, "Что последовательность {xn}, где Xn = lg(lgn), 
п ? 2, является беско'Не'Ч.1tо большой, определив для произвольного 
Е >О номер N = N(E) Е N такой, '1.то lxnl > Е при n? N. 

ОТВЕТ: N(c) = [1О10 в] + 1. 

Задачи к §2 главы 2 
2.1.ДО?Сазать, "Что lim n+i = 1, определив дл.я ка:ждого с > О 

n-oo n 
"Число N = N(c) такое, 'Ч.mо ln~l -11 <с при n? N. 

Доказательство. Для любого с > О имеем: / n~l - 11 = 1 n;1 / = 

n~l < с при n > ~ - 1, и следовательно, при n ? N(c) = l:J. Это 
и означает, по определению предела, что число 1 является пределом 
данной последовательности. 

2.2 . Сформулировать с помощью неравенств следующие опреде­
л.енt.1.Я: а) lim Xn = оо, 6) lim Xn = -оо, в) lim Xn = +оо. 

n-+oo n-+oo n-+oo 

Решение. а) \:/Е >О 3N(E) : Vп? N(E) lxnl > Е; 
б) \:/Е <О 3N(E) : \:/n? N(E) Xn < Е; 

58 

в) \:/Е >О 3N(E) : \:/n? N(E) Xn > Е. 
2.3. Существует ли коне-чнь~й предел у -числовой nоследоватмь­

ности {an}, заданной рекуррентно: а1 =а2 =2, an+2 = an+i + ..!..? 
Решение. Предположим, что существует предел а = Jim an. alle-

n-oo 
реход к пределу в рекуррентном равенстве дает: а = Jjm an+2 
1· ( 1 1 n-oo 

n.:_.n;., an+1 + an) = а + а. Таким образом, получаем уравнение: а = 
1 

а+ а' которое очевидно не имеет решений. Пришли к противоречию, 
значит, предел не существует, и последоватслыюсть расходится. 

2.4.Доказать равенства (а>1}: 

а) lim .!!:... = О; 
n-+oo а" 

2n 
б) lim - =О· 

n--+oo n! ' 

в) ll·m loga п -- О· ) nr:: г lim va=l. 
n-+oo n ' n--+oo 

Доказательство. а) Достаточно показать, что \:/с > О найдется 
номер N = N(c) такой, что при всех n > N верно неравенство 1 а":.1 < 
с. Воспользуемся формуJiой бинома Ньютона: О < ..!!.. = an 

n n 
(1 +(а - l))n = 1 + n(a - 1) + n(~ l) (а - 1)2 + ... +(а - l)n < 

2 n < -,--,-----
n (~-1) (а - 1)2 (n - l)(a - 1)2 <с. 

Последнее неравенство верпо при n - 1 > t:(a_:ip. Отсюда следует, 
что при n > N(c) = [t:(a:l}2] + 2 верно неравенство а~ < с. По 
определению предела это значит, что lim а~' =О, что и требовалось. 

n-oo 
б) Имеем оценку 

О < ~: = ~ . ~ . ~ . ~ ..... ~ $ 2 . ( п n-2 = ~ . ( ~) n 

n-2 

Взяв любое с > О, из неравенства ~ · ( ~) n < с несложно найти ис­
КОМЫй номер N(c) такой, что для всех n, n? N, будет вьшолняться 
последнее неравенство, а значит, и неравенство О < ~~ < с. Это 
означает, по определению, что lim 2~ = О. 

n-+oo n. 

в) Достаточно доказать, что \:/с > О 3N = N(c) Е N, что при 
всех n > N верно неравенство О < IagQ n < с. Левое неравенство 
очевидно . 1 д n ' , выполняется при п > . ля правого неравенства имеем: 

logan 
-- <с {::} loga n <сп {::} п < aEn {::} 

n 
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n n 
<=> a~n < 1 <=> ьn < 1 (Ь =а~ > 1). 

Последнее неравенство въmолняе'l'СЯ в силу пункта а). Это значит, 

1. log n О 
ЧТО n!...~ ~ = . 

г) При а = 1 равенство очевидно. Пусть а > 1, тогда yti.i > 1 и 

а= (1 + (\Га- l))n > 1 + n( \Га - 1) > n( \Га - 1). 

Отсюда после деления на n получаем О < ifO, - 1 < ~ < е при n > ~, 
что в силу произвольности е означает, что у'а -+ 1 при n -+ оо. 

2.5 . Вы-ч,ислить пределъ1 '1.исловых последовательностей: 

а) lim ( Jn + 1 - v'Тi); 
n--+oo 

(
1 2 n-1) 

в) lim 2 + 2 + ... + - 2- . 
n--+oo n n n 

Решение. а) Умножим и разделим выражение под знаком предела 

на сопряженное: lim ( Jn+I - Jn) = 
n оо 

lim ( Jn+I - Jn)( Jn+I + v'1i) = lim 1 =О. 
n--+oo Jп + 1 + ..jii, n--+oo Jn+Т + ..jii, 

б) Поделим числитель и знаменатель дроби одновременно на зn: 

в) Приведя дроби к единому знаменателю и упростив полученuое 

в числителе выражение по формуле суммы ( n - 1 )-го члена арифме­
тической прогрессии, получим 

lim 1 + 2 + ... + (n - 1) = lim n{n2-1) = ~ lim n -1 = ~ 
n--+oo n2 n--+oo n2 2 n-+oo n 2 

2 .6. Въ1:числить пределы -ч,ислових последовательностей, если 
известно, -ч,то они существуют: 

а) lim /2 + /2 + J2 + ... + h; б) lim (h · ~ · ij2 · ... · 2
V2). 

n-+oo У V n-+oo 

n корней 
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Решение. а) Обозначим через an число, стоящее под знаком пре­
дела. Перепишем это равенство в виде а = . 12 + а ....... 2 _ 2 П n У n-1 """" а -+ an-1· усть lim an = Jim an-1 =а. Переходя к пределу в"п....._ 

n-+oo n--+oo v-

лученном ВЬШiе рекуррентном равенстве, получим уравнение отн~ 

сительно а: а2 = 2 + а, откуда, учитывая, что а > о, находим а = 2. 
Заметим, что описанным способом можно вычислить предел 

lim /а + /а + / а + ... + .;а = 1 + ,;г:+:4а 
-ooV' v v 2 · 

n корней 

б) Преобразуем выражение под знаком предела: 

nl~~{h · V"2 · {У2 · ... · 2V2°) = lim 2t+i+t+ ... +.,4r = Jim 21 - .,\r = 2 
n-..oo n~oo · 

2. 7 · Вы-ч,ислить пределы '1.исловых последовательностей: 

ifl+f-1 
а) lim jl+fn ; 

n--+oo 1 + l - 1 
n 

б) Hm 12n + 5 . 
n--+oo {/27n3 + бn2 + 8' 

в) lim (~ + 22 + ... + (n -1)2) 
n--+oo n3 n3 n3 · 

Решение. а) Сделаем замену t = ~1 +~'тогда имеем 

Jim t
2 

- 1 = lim (t - l)(t + 1) = lim t + 1 = ~ 
t-+1 t3 

- 1 t--+1 (t - l)(t2 + t + 1) t-+1t2+t+1 3. 

б) Поделим на n одновременно числитель и знаменатель дРОби: 

12 +.о. 12 
lim n 4 

n--+oo .з /27 6 8 = {/27 = . 
у +;;+~ 

в) Перепишем предел в виде nl~~ ;fr (12 + 22 + ... + (n -1)2) . д~ 
кажеll! тождество 12 + 22 + +n2 _ n{n+l)(2n+J) 

· · · - 6 , для этого выпишем 
n равенств 

······································································· 
(n + 1)3 = n3 +3·n2 ·1+3·n-12 +13 
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и сложим их меж,цу собой: 

(n + l)з = 1+3(12 + 22 + 32 + ... + n2
) + 3(1+2 + 3 + ... + n) + n. 

Отсюда с учетом 1+2 + 3 + ... + n = n(n2+
1

) получим тождество 

1 3 n(n + 1)(2n + 1) 
12+ 22+ ... +n2 = З((n+1)3 -(n+l)-2n(n+l)) = 6 · 

Применим полученное тождество для преобразования выражения 

под знаком предела: 

(n -1)n(2n - 1) 
1
. (1 - *)(2 - *) _ ! 

lim = !Ш - · 
n-+oo 6n3 n-+oo 6 3 

2.8. Вы-ч,ислuтъ пределы числовых nоследователъностей: 

. 1 +а+ а2 + ... + an г е lal < 1,IЬI < 1; 
а) J~oo 1 + ь + Ь2 + ... + ьn ' д 

(
1 3 5 2n - 1) 

б) J~ 2 + 22 + 2з + ... + ~ . 

Решение. а) Воспользуемся формулой сокращенного умножения 

an - ьn = (а - Ь)(ап-1 + а"-2Ь + ... + аьn-2 + ьn- 1 ), n Е N : 

1-an+t = (1-a)(1+a+a2 + ... +an), 1-bn+t = (1-Ь)(1+ь+Ь2+ ... +Ьn). 

Умножим числитель и знаменатель дроби на (1 - a)(l - Ь): 

. (1 a)(l - Ь)(l +а+ а2 + ... + an) = 
n~ (1 - a)(l - Ь)(l + Ь + Ь2 + ... + Ьn) 

1 n+l 
(1-аn+1)(1-Ь) 1-Ь l' -а =1. 

i· - -- так как 1m +t 
n~(1-ьn+1)(1-a)-1-a' n-001-ьn 

б) Обозначим Sn = ~ + f.; + fз- + ... + 2~;:- 1 и упростим эту сумму: 

1 1 3 5 2n - 1 1 ( 1 3 5 2n - 1) _ 
Sn-2Sn = 2+22+2з+ ... +~-2 2 + 22 + 2з + ... + ~ -
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Отсюда получаем, что Sn = 

1 1 2n - 1 1 - ( l )"- 1 2n - 1 2n + 3 
= 1+1+-+ ... +-- - -- = 1+ 2 =3---. 

2 2"-2 2" 1 - ~ 2n 2" 
геом. прогрессия 

Тогда, возвращаясь к пределу, получим lirn Sn = lirn (3 - 2~;;3 ) = 
n--+oo n-+oo 

3, так как lim 21:.. = О. Докажем это, используя форыулу бино:ма 
n-+oo 

Ньютона: 

1
2!:_1 = n - n < _n_ = _2_ < Е 
2n (l+l)n-l+n+n(n;lJ+ ... +1 n(n2-1) n-1 

для любого Е >О, если n > 1 + ~. 
Е 

2.9. Вычuслuтъ предел ч11словой nоследователъности 

1
1 2 3 (-1)"- 1nl 

lim - - - + - - ... + . 
п--.оо n n n n 

Решение. Рассмотрим два случая: n - четно либо нечетно. Если 
n = 2k, то разобьем слагаемые на пары, сгруппировав первое со 
вторым, третье - с четвертым ... : 

l1rn - - - + - - - + ... + -- - - . . 1(1 2) (3 4) (n-1 n)I 
n-+oo n n n n n n 

Количество пар равно ~, значение разности дробей в каждой паре 

равна - .!. , поэтому n 

lirn 1~. (-.!.) 1 = !. 
n-+oo 2 n 2 

Если n = 2k + 1, то получим ~ пар, причем последнее слагаемое 
останется nепарным: 

l1m - - - + - - - + ." + -- - -- + 1 . . 1(1 2) (3 4) (n - 2 n-1) 1 
n--.oo n n n n n n 

При этом значение разности дробей в каждой паре по-прежнему рав­

но -*' поэтому 
lim 1~ · (-!) + 11 = !. 

n-+oo 2 n 2 

Таким образом, при всех натуральных n значение предела одно и то 
же и равно t· 
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Задачи для самостоятельного решения 

2.10. Сформулировать утверждеt~uя: 
а) Число А не явл.яетс.я пределом последовательности { an}. 
б) Последовательность {an} не u.меет предела. 
в) Последовательность {an} не явл.яетс.я бесконе•1но большой. 
ОТВЕТ. а) 3с: > О: VN Е N 3no > N: ian0 - AI ~с:. 
б) Какое бы число А ни взять, 3с: > О : VN Е N 3no > N : 

lan0 -AI ~с:. 
в) 3Е >О : Vno Е N 3n ~по : lanl $ Е. 
2.11. Доказать равенства: а) lim у'п = 1; б) lim ~=О. 

n-oo n-oo Vn! 

2.12. Доказать, "Что J~~ ( ~ . ~ ..... 2~~ 1 ) = О. 
Указание: воспользоваться неравенством (доказы.вается по ин­

.пукции): 
1 3 2n- l 1 
-·-· ·--<---2 4 · · · 2n J2n + 1 · 

2.13. НЬ1:числить nределъ1 последовательностей: 

) !
. 10000n 

а IШ ---· 
n--+OO n2 + 1 1 ( 

1 1 1 ) 
б) lim - + - + ... + . 

n--+oo 1·2 2 · 3 n(n+ 1) 

ОТВЕТЫ: а) О. Указание: поделить одновреыенно числитель и 

знаменатель дРООИ на n 2 . б) 1. Указание: воспользоваться тожде-
1 1 1 

ством k(k+l) = k- k+l' k= 1,2, ... n. 
2.14. Какое 'UЗ вЪL~1сений больше при достато"Чt10 большщ; п: 
а) 100n + 200 или О , 01n2; б) 2n или n 1000 ; в) 1000n или n!? 
ОТВЕТЫ: а) второе; б) перnое; в) второе. 
Указание: составить отношения данных выражений и вычислить 

их пределы. 

2.15. Вы'l.ислить пределw последовательностей 

. (1 3 2n-1) а) !1m - · - · ... · -- ; 
n--+oo 2 4 2n 

б) lim n . 
n--+OO 1 + n 2 COS ?r

2
n 

ОТВЕТЫ: а) О. б) Предел не существует. Указание: рассмотреть 

случаи n = 2k и n = 2k + 1 (k Е N) и прийти к противоречшо с 
теоремой о единственности предела. 

Задачи к §3 главы 2 
3.1. Доказать, '1.то последовательность Xn = (1 + ~)n, n = 

1, 2, ... , возрастает и ограни<tена сверху, последовательность Yn = 
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(1 + .!. )n+l n - 1 2 "'- · n , - , , ... , уuтвает и огранu'l.ена сн'UЗу, и обе последо-
вательности имеют общий предел 

l1m 1 + - = Iim 1 + - = е. . ( 1) n ( 1) n+l 
n--+oo n n-oo n 

Доказательство. Достаточно доказать, что "';+ 1 > 1 (n Е N). 
Восподьзуемся неравенстnом Бернулли (Vx > -1 и ;;, Е N в . 
венство (1 + )n > 1 ерно нера.-

х _ +пх, причем обращение в равенство происходит 
ЛШIIЬ при х =о или n = 1): 

(1 + _1 )n+l (l + _1 )n+l ( 
n+l _ n+l 1) 

(1 + .!. )n - 1 + .!. 1 + - = 
n n n 

=((n+2)n)n+1n+1=(1- 1 )n+In+l 
(n + 1)2 n (п + 1)2 -n- > 

>(1-n:l)n:l=l. 

Покажем аналогично, что У~:, < 1 (n Е N, n ~ 2): ..JЬ!._ -
Yn.-1 -

= (l+~)n+l = ( 1+~ )n(l+~)-((n+l)(n - l))nn+l 
(1 + _J_)n 1 + _1_ - 2 -- = 

n-1 n-1 n n n 

= (n2 -l )nn+1 _ 1 n+l 1 n+l 
n 2 n - (±,)n n = (1 + 1 )n -n- < 

n -1 n•-1 

< 1 n + 1 _ (п2 -1)(п+1) n 3 + n2 - n - 1 
1 + n'J"-1 n - (n2 + n - 1)n = nЗ + n2 - n < 1· 

Ограниченность сверху последовательности { Xn} следУет из нера­
венства х < у < у а ограни 

{ 
n n 1 , ченвость снизу последовательности 

Уп} - из неравенства Х1 < Xn < Yn· Итак, обе последова1·ельности 
сходятся, причем nJ~n;, Xn = е. Из неравенства, приведенного ниже, 
следует, что они сходятся к одному пределу: 

( 
l)n 1 е 

О < Уп - Xn = 1 + ;:;: ;:;: < ;:;: -+ О при n -+ оо. 

3.2. До'Казать неравенство(;(< n! < е (~( (n Е N). 
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Доказательство. 1) Левое неравенство докажем методом мате­
матической ин.цукции. При n = 1 имеем 1! > ~ - верно. Предполо-

жим, что при некотором произвольном n = k > 1 верно k! > ( ~) k и 
докажем, что тогда неравенство выполняется для k + 1: 

(k + 1)! = k!(k + 1) > ( ~) k (k + 1) = 

=(k+l)k+l е >(k+l)k+l 
е (1+t)k е 

В силу произвольности k отсюда сле.цует справедливость левого нера­
венства Vn Е N. 

2) Для доказательства правого неравенства воспользуемся нера­
венством n! < (!!:}!-)n, n > 1, вытекающим из неравенства Коши: 

n!< (
n+l)n (n)n(!!:}!-)n _ (~)n(l+~)n (~)n -- -е - ----е <е 

2 - 2 е (~)n 2 е 2 

3.3. Доказать неравеш:тво nlJ < ln (1 + ~) < ~ (n Е N). 
Доказательство. Логарифмируя неравенство 

( 
l)n ( l)n+J 

1+;; <е< 1+;; , 

имеем n ln (1 + ~) < lne = 1<(n+1) ln (1 +~),откуда и получаем 
требуемое. 

3.4. Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной 
и ограниченной последовательности, до'К/1зать сходимость после­

довательности 

Жntl 
Доказательство. Последовательность возрастает, так как "'n = 

1 + 
2
n\ 1 > 1. Покажем ее ограниченность сверху, воспользовавшись 

неравенством Коши: 

~ 
(1 + ~) + (1 + *) + (1 + ~) + ... + (1 + fn-) 

n 
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откуда Xn = ( 1 + О ( 1 + О ( 1 + ~) · ... · ( 1 + ;n) ~ 

( n+ (j + ~+} + .. . + ;/..)) • < (n+ (j+ ~+ ~n+ ... + ,!. + .) ) • 

( n : ] ) n = ( l + ~) n < е. 
По-другому ограниченность {xn} можно доказать, используя нера­
венство ln (1 + ~) < ~: 

ln Xn = ln ( 1 + ~) + ln ( 1 + ~) + ln ( 1 + ~) + ... + ln ( 1 + 
2
1,.) < 

111 1 111 1 
< 2 + 4 + В + ... + 2n < 2 + 4 + g + ... + 2n + ... = 1 :::} Xn < е. 

3.5. Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной 
и ограни-ченtюй последовательности, доказать сходимость после­
довательности и найти ее предел 

n корней 

Дока..1ательство. Заметим, что xk+l = ../2 + Xk, k Е N. Докажем 
по индУКции, что последовательность ограничена сверху числом 2. 
Очевидно, что х1 = ../?. < 2. Покажем, что Vk Е N из Xk < 2 сле.цует 
xk+1 < 2. Действительно, xk+1 = ../2 + xk < J2+2 = 2. 

Используя индукцию, покажем теперь возрастание последователь­
ности. При n = 1 имеем х2 = .../2 + ../?. > ../?. = х1 - верно. Пусть 
при некотором произвольном k Е N вьшолняется Xk+l > Xk, покаr 

жем , что тогда Xk+2 > Xk+J. В самом деле, Xk+ 2 = ../2 + xk+l > 
J2 + Xk = Xk+i 1 что и требовалось доказать. 

Итак, последовательность {xn} сходится к некоторому пределу, 
обозначим его а. Перейдя в рекуррентном равенстве xk+ 1 = J2 + Xk 

к пределу при k -+ +оо, получим а = J2 +а. Решая это уравнение 
с учетом положительности а, находим а = 2. 

3.6. Найти наименьший 'Ч.ltен последовательности Xn = n+ lQQ 
n' nEN. 

Решение. Составим и решим неравенство Xn+i - Xn = ( n + 1 + 
100.) - (n + 100) = n2+n-100 > О # n2 + n - 100 > О # n > -1±.J.Щ n+l n n{n+l) 2 ' 
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т.е. начиная с n = 10 последовательность монотонно возрастает (в 
частности, х11 > х 10 ). Итак, наименьший член последовательности 

Х10 = 10 + \og = 20. 
3.7. Наuти наибольший -член последовательности Xn = 100?n, n. 

nEN. 
Решение. Так как "'n+1 = 10+00

1 
, то при n < 999 последовательность 

Жn n 
монотонно возрастает, а при n > 999 - убывает. Следовательно, наи-

больший член последовательности - это х1000 = 
101°0°;~~

0 

• 

3.8. Доказать, 'Ч.то последовательности {xn}, {Yn} (n = 1, 2, .. . ), 
оnреде.л.яе.мь1е формуламu Х1 =а, У1 = Ь (а~ О, Ь ~О), 

Xn+l = JXnYn1 
Xn+Yn 

Yn+i = 2 , 

и.меют общий предел µ(а, Ь) = lim Xn = lim Yni который называ-
n-+оо n_.oo 

1от арифметuко-геометрu'Ч.ескv.м средним чисел а и Ь. 
Доказательство. Покажем, что последовательность {хп} моно­

Хn +Yn 
тонно не убывает: Yn+l = 

2 
;::: JxnYn = Xn+ 1 · Поэтому с уче-

то111 неотрицательности Xn получи111 Xn+l = JxnYn ;::: ~ = Xn· 

Аналогично доказывается монотонное невозрастание последова-

{ } 
Xn + Yn Yn + Yn 

тельности Yn : Yn+i = 
2 

$ --
2
-- = Yn· Кроме того, так как 

при всех n справедливо Xn $ Yn $ У1; Yn ~ Xn ~ Х1, то обе после­
довательности ограничены: {xn} - сверху, а {Уп} - снизу. Поэтому 
последовательности {xn} и {Yn} сходятся. 

Пусть lim Xn = А, lim Yn = В. Покажем, что А = В. В самом 
n_...oo n-oo 

деле, переходя к пределу в равенстве Yn+l = жn;Уп при n --+ оо, 
А+В 

получим В = -
2
- <=о? А = П. 

Задачи для самостоятельного решения 

3.9. Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной 
и ограни"Ченной последовательности, доказать сходимость после­
довательностей (n Е N): 

3.10. Пользуясь теоремой о существовании предела монотонно'й 
и ограниченной последовательности, доказать сходимость nоследо­
вателькости 

Р1 'Р2 Pn 
Xn = Ро + 10 + 102 + ... + lOn' n Е N, 
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гдер · i - О 1 ,, - , , ... , - челые неотричательные "Числа ке nревwш 
9, на"Чиная с р1 . ' ающие 

3.11. Доказать, 'Ч.то О< е - (1 + ~)n < ~. n Е N. 
3.12. Найти наименьший -член nоследовательност•· х _ 2 

9n - 100. " n - n -

ОТВЕТ: Х4 = Х5 = -120. 
3.13. Найти наибольший -члек последовательности х = n

2 

N. n 2п, n Е 

ОТВЕТ: х3 = !! 
в· 

Задачи к §4 главы 2 
4.1. Для последовательности {xn} (n Е N) найти 

sup{xn}, lim Хп, lim Xn если 
n~oo n-+oo ' 

б) n 7rn 
Xn = 1 + -- COS -n+ 1 2 · 

Решекие. а) Выделим из {xn} две подпоследовательности с чет­
ными и нечстпыми номерами: x2k-l = 2 + -L и _ 2 з 

(k N) з 2k-1 X2k - - - -
Е . аметим, что 'r/k Е N X2k < X2k-1, причем {х } 2k 

TOiiHO уб 2k-l , МОНс>­
ывая, сходится к 2, а {x2k}, монотонно возрастая, сходится 

к -2. Поэтому sup{xn} = Х1 = 5, inf{xn} = Х2 -1, lim Xn 
2 n-oo 

lim x2k = -2 lim х = lim х - 2 
n-+oo ' n--+oo n n-+oo 2k-l - • 

Заме'Ча. ние. Последовательность {xn} 
так как l1m Xn #- lim Xn. 

не является сходящейся, 

n-+oo n-+oo 

б) Разобьем {xn} на 4 подпоследовательности: n = 4k _ 3 n _ 
4k - 2, n = 4k -1, п = 4k (k Е N). ' -

Еслиn=4k-3 тосоsШ!:-О -. , 2 - , Х4k-з = 1 - постоянна и, следова-
тельно, }~"~ Х4k-з = sup{x4k-з} = inf{x4k-з} = 1. 

Если n = 4k - 2, то cos 1f2n = -1, X4k-2 = 1 - ..д.... = _1_ -

убывая, стремится к о. Следовательно, lim X4k-2 = inf+{~ - n}+~ о 
n--+oo 4k 2 1 

sup{x4k-2} = X4k-2lk=l = х2 = k· 
Если n = 4k - 1 'lfn О т . • то cos 2 = , X4k- J == 1 - постоянна. Следова-

ельно, nl:_.п;:., X4k - 1 = inf{x4k-1} = sup{x4k-i} = 1. 

Если n = 4k, ТО COS 1f2n = 1 x4k = 1 + ...!L. = 2n+l _ 2{n+l)-l _ 2 1 ' n+l n+l - n+l - -
п+1 - возрастая, стремится к 2. Следовательно, lim x4 k = sup{x } = 
2 . f{ } n-oo 4k 

1 Jn X4k = X4klk=l = Х4 = ~· 
Тогда 

lim х = min{ li 1· 1· . n--+oo n m X4k, Jffi X4k-l> lffi X4k-2, l1m Х4k-З} = 0 
- n-+oo n-+oo n-+oo n-+oo ' 
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\im х = max{ lim x 4k, lim X4k-1, lim X4k-2i lim Х4k-з} = 2, 
n-+oo n n--+oo n--+oo n-oo n-+oo 

inf{xn} = min{inf{x4k}, inf{x4k-J }, inf{x4k-2}, inf{x4k-з}} =О, 

sup{xn} = max{sup{x4k},sup{x4k-1},sup{x4k-2},sup{x4k-з}} = 2. 

Заме-чан.ие. Случаи n = 4k - 3 и n = 4k - 1 можно было объеди­
нить в один: n = 2k-1. Отметим также, что полученные результаты 
следуют из цепочки: 

0 l X4k - 2 < X2k-1 < X4k Т 2, 

выполняемой при всех k Е N. Здесь X4k-2 = 4k1_1, X2k-l = 2 - А• 
- 2 - - 1- а стрелки указывают паправлеuие монотонности. X4k - 4k+l' 
4.2. Найти "<астичн.ые пределы последователыюсти 

1 1 1 3 1 7 1 2n - 1 

2' 2' 4' 4' в' в····· 2n' ~· ·· · 

Решен.ие. Из членов данной последовательности выделим две схо­

дящиеся подпоследовательности (с нечетными и четными номера.-

ми) . х' = ..L их"= 2n-1 n Е N. Их пределы lim х~ = lim 21.. =О, 
• ra. 2n n 2" ' n-+oo n-+oo 

Jim х~ = Jim 2~;;-1 = 1 будут частичными пределами последоваr 
n-+oo n-+oo 4 5 
тельности. Других предельных точек нет (см. утверждение . главы 

2). 
4.3. Построить пример "<исловой последователыwсти, имею­

щей в 'Ка"<естве своих "<асти"<н.ьtх пределов "<t.ICJШ ai, а2, аз, ... , а". 
Решен.ие. В качестве одного из примеров приведем последова­

тельность вида а1 , а2, аз, ... , ар, а1, а2, аз, .. " а", ai, а2, аз, ... , а",··· · 
Построим другой пример. Для этого рассмотрим последователь­

ности вида Xkn = ak + ~' k = 1, 2, ... ,р; n Е N, которые при n-+ +оо 
сходятся к своим пределам ·ak. Составим из членов последователь­
ностей Xkn последовательность, например, вида 

1 1 1 1 1 1 
а1 +1, а2+1, .", а"+1, ai +

2
, а2+2, ... ,а"+2, ... , а1 +;;:,а2+;;:, ... ,а"+;;:, · ·· 

которая также удовлетворяет условиям за,цачи. 

4.4. Построить пример ч1Lсловой rюследовательности, д.л.я ко­
торой все 'Ч.!tены дан.хай ч1J.словой последовательности а1, а2, аз, ... , an, ··· 
являются ее -частtL"<НЫМи пределами. Какие еще "<асти-чные преде-
лъt обязательн.о имеет построенная последовательность? 

Решение. В качестве простейшего примера приведем последова­

тельность ai, а1, а2, ai, а2, аз, ai, а2, аз, а4, ··· · 
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Другой пример - последовательность 

с~ставленная из членов последовательностей Xn = an, Xkn = ak + 
n+k (k,n Е N). Эта последовательность имеет своими частичными 
пределами не только числа ai, а2, аз, ... , но и все частичные пределы, 
имеющиеся у последовательности {an}. 

4.5. Пусть nоследовательн.ость {xn}, n Е N, сходите.я, а по­
следовательность {Yn} - расходится. Что моа1сно утвера1едатъ о 
сходимости последовательностей 

а) {xn + Yn}; б) {XnYn}? 

Решение. а) Последовательность { Xn + Yn} - расходится. Дей­
ствительно, если бы она сходилась, то сходилась бы и разность по­
следовательностей {xn + Yn} и {xn}· Но это невозможно, так как 
{(xn + Yn) - Xn} = {Уп}, а {Yn} - расходится. 

б) Последовательность {xnYn} 11южет как сходи·.гься, так и расхо­
диться. Например, {xn} = ~ - сходится, {Yn} = (-l)n - расходится, 

i=!L. {XnYn} = -n - СХОДИТСЯ. Или {xn} = * - сходится, {Yn} = (-l)nn 
- расходится, {x"yn} = (-l)n - расходится. 

4.6. Пусть lim Xn = О и {Уп} - произволь1tая nоследователь-
n-+оо 

ностъ. Можно ли утвера1едатъ, '<то lim XnYn = О? Привести раз-
n-оо лич1tые примеры. 

Реше~юе. Если {Yn} имеет конечный предел, то да. Например, 
{xn} = *' {Уп} = 2 + ~· 

Если {Yn} -+ ±оо, то {xnYn} может как сходиться, так и рас­
ходиться. Например, {XnYn} сходится для {xn} = ~. {Yn} = n и 
расходится для {xn} = ~' {Yn} = n 2 . 

Если {Yn} не имеет предела, то {XnYn} может и сходиться, и рас­
ходиться. Например, она сходится при {xn} = *' {Yn} = (-l)n, и 
расходится при {xn} =*'{у"}= (-1)nn. 

Задачи для самостоятельного решения 
4.7. Д.л.я. последовательности {xn} (n Е N) найти inf{xn}, 

SUp{xn}, Jim Xn 1 \im Xn, если а) Xn = (-l)n + l+(-
2 

l)n; б) Xn = 
n---too n---too n 

1+2(-l)n+l + 3(-1) *,-1). 
ОТВЕТЫ: а) Jim Xn =О, lim Xn = 1, inf{xn} = -1, sup{xn} = 

п.-...оо n-oo 

1, 5; б) lim Xn = inf{xn} = -4, Jim Xn = Sup{xn} = 6. 
~ n~oo 
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4.8. Для последовательности {х"} (п Е N) найти inf{x"}, 
sup{x"}, lim х", lim х" , если а) Xn = ~:;::i cos 

2
;"; 6) Xn = n(-l)" . 

n--+oo n --+oo 

ОТВЕТЫ : а) lim х" = inf{xn} = - ~, lim Xn = sup{x"} = 1; 
~ n~oo 

6) lim х" = inf{xn} =О, lim Xn = sup{x"} = +оо. 
n--+oo n--+oo 

4.9. Построить пример чuс.11овой nоследователм1ости: а) не име-
ющей конечных части•тых 11ределов; б} имеющей единственный ко­
неч11ъ~й •~астичнъ1й r1редел, но не .нв.п.яющейс.н сходящеi/.с.н; в} uме-
1ощей бесконе•1ное .мно:)/сество частичных предеАОв. 

ОТВЕТЫ: а) {х"} = n или {xn} = - n
3

; 

б} Пусть {х"} -+ а, {Yn} - бесконечно большая последователь­
ность, тогда х1 , у1 , х2 , у2, ... , х", Yni ... - расходится и при этом имеет 
единственный конечный частичный предел а. Например, {xn} = ~. 
{Yn} = n; 

в) Например, ai, а1, а2, а1 1 а2, аз, а1 1 а2, аз, а4, ... 
4.10. Пусть последовательности {х"} и {у"}, n Е N, расхо­

дятся. Можно ли утвер:ждать, что последовательности а) {xn + 
у"}; б} {х"у"} также расходятся? Привести примеры. 

ОТВЕТЫ: Нет. а) {xn} = n, {Yn} = n2 расходятся и {xn + Yn} 
- расходится; {х"} = n, {у"}= 1- n расходятся, а {х" + Yn} = 1 -
сходится; 6) {х"} = n, {у"}= nз расходятся и {х"у"} - расходится; 
{xn} = (-1)", {Yn} = 2(-1}" расходятся, а {х"у"} = 2 - сходится. 

4.11. Пусть lim х10у" = О. Следует ли отсюда, что либо Jim Xn = 
n--+oo n-oo 

О, л1.L60 lim Yn =О? Рассмотреть пример: {хп} = ~' {у"}= 
n_.oo 

l-<;1>", n Е N. 
ОТВЕТ: Нет, см. предложенный пример. 

Задачи к §5 главы 2 
Задачи этого раздела предлагается решать, применяя критерий 

Коши сходимости (расходимости) числовой последовательности. 

5.1. Доказать сходимость nоследоватмьностей: 

) 
_ sin 1 sin 2 sin n. 

а Xn - 2 + 22 + .. . + 2" ' 
б} cos{l!) cos{2!} cos(n!) 

Xn = lТ+~+ ... + n(n + 1) · 

Доказатмьство. а) Достаточно доказать, что для mобого с > О 
найдется зависящий от него номер N = N(c) Е N такой, что при 
всех n > N и всех натуральных р будет справедливо неравенство 

\xrt+p - xn\ < f:. Оценим модуль разности: \xn+p - х"1 = 

= \sin(n+l) sin(n+p)\ 1sin(n+1)1 \sin{n+p)I 
2n+l + ... + 2n+p $ 2n+l + .. . + 2n+p $ 
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< _1_ 1 1 1 1 
- 2 +1 + ... + -- < -- + + + + 1 n 2n+p 2n+l 2n+2 . .. 2п+р ... = 2" 

Неравенство ..!.. < с ве 1 2" рно при n > - og2 с, поэтому, начиная с но-

мера (- Jog2 с] + 1, сразу для всех р Е N выполняется неравенство 
lxn+p - х"1 < с, т.е. выполнено необходимое и достаточное условие 
сходимости последовательности . 

6) Действуя аналогично пункту а}, оценим модуль разности: 

lxn+p - xnl = 1 cos(n + 1}! + + cos(n + р)! 1 
(n+l}(n+2) ·· · (n+p)(n+p+1) $ 

< 1 1 1 
- (n+l)(n+2} + (n+2)(n+3) + ... + (n+p)(n+p+J)' 

Используя тождество 1 - 1 1 (k k(k+1) - 'k - k+l = n + 1, ... , n + р), предста.-
вим каждое слагаеыое в виде разности двух дробей : 

lxп+p-Xnl < (-l ___ l_) + ( 1 1 ) 
- n+1 n+2 n+2- n+3 + .. .+ 

(
_1_ - 1 )- 1 1 1 
n+p n+p+1 -n+1 - n+p+1<n+1· 

Неравенство - 1- < с ве > [ 1] n+l рно при n _ f:' , поэтому, начиная с этого 
номера, при всех р Е N вьшолняетс.я неравенство lx - х 1 < И ДО аз n+p n с, ЧТО 

к ьmает сходимость последовательности. 

5.2. Доказать сходимость последовательностей 

а) Xn = 1 + _!_ + _!_ + + _!__. 22 32 ... n2' 

б} Xn = arctg _1_ + arctg _1_ + .. . + arctg 1 
1 · 2 2·3 n-(n+l). 

Доказательство. а) Достаточно доказать, что для любого с > о 
:айдется зависящий от него номер N = N(c) Е N такой, что 'r/n > N 

'r/p Е N будет справедливо неравенство lxn+p-xnl < t;. Рассмотрим 
модуль разности 

lx + - х 1 -1 1 + 1 1 1 
" 1' n - (n + 1)2 (n + 2)2 + ··· + (n + р)2 = 

- 1 1 1 
- (n + 1 )2 + (n + 2)2 + ··· + (n + р)2 · 
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Воспользовавшись вспомогательным неравенством ~. < k(k~l) 
k~l - t (k = 2, 3, .. ),получим: 

1 1 1 
lxn+p - xnl < (n + l)n + (n + 2){n + 1) + ··· + (n + p)(n + р- 1) = 

= (~ - n:l) + (n:l - n~2) + ... + (п+~-1 - п:р) = 

1 1 1 
-- --< -. 
n n+p n 

Неравенство ~ < Е: верно при n > : . Поэтому, начиная с номе­
ра [:] + 1, сразу для всех натуральных р выполняется неравенство 
\xn+p - xn\ < Е:, т.е. выполнено необходимое и достаточное условие 

сходимости последовательности. 

б) Достаточно доказать, что для любого Е: > О найдется завися­
щий от него номер N Е N такой, что при всех n > N и всех р Е N 
будет справедливо неравенство \xn+p - xn\ < Е:. Принимая во внима­
ние неравенство 1 arctg xl :::; \xl, оценим модУЛЬ разности: 

lxn+p - xnl = \arctg ( )l( ) + .. . + arctg ( )( 
1 

l) 1 :::; n+l n+2 п+р п+р+ 

:::; \arctg (n + l)l(n + 2) 1 + \arctg (n + 2)1(n + 3) 1 + ... + 

+ \arctg (n + р)(~ + р + 1) 1 = arctg (n + l)l(n + 2) + 

1 1 < 
+arctg( )( )+ ... +arctg( )( l)-n+2 n+3 n+p п+р+ 

1 1 1 
:::; (n+l)(n+2) + (n+2)(n+3) + ... + (n+p)(n+p+l) = 

1 1 1 --- <--. 
n+l n+p+1-n+1 

Выбрав теперь произвольное Е: >О и решив неравенство n~l < Е:, 
находим, что начиная с номера[~] при всех натуральных р выпол­
няется неравенство \xn+p - Xn\ < Е:, что доказывает сходимость по­

следовательности. 

5.3. Прu по.мощи критери.я Коши доказать расходимость nосле-

дователыwстей: 

1 1 1 
а) Xn = 1+-+-+ ... +-; 

2 3 n 

1 1 1 
б) Xn = -+-+ ... +-

1 
- (n = 2,3, .. . ). 

ln2 lnЗ nn 
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Доказательство. а) Достаточно доказать, что найдется Е:о > о 
такое, что VN Е N {сколь угодно большого) найдутся натуральный 
номер n > N и натуральное р такие, что будет справедливо неравен­
ство lxn+p - Xn\ > Е:о. Оценим модуль разности: \xn+p - xnl = 

-1-1- 1 1 1 1 1 1 - n+l +n+2+ ... +n+p =n+1+n+2+ ... +n+p>n:p. 

Тогда, каким бы большим ни взять n, всегда можно выбрать, 

например, р = n, и получить \xn+p - xn\ > !:. = ~-
2n 2 

Возьмем в качестве Е:о любое число из кптервала (О 1) например l 
И i '2 , , з· 
так, нашлось Е:о = 3 такое, что для любого сколь угодно большого 

n Е N, выбирая р = n, получим, что справедливо неравенство \xn+p­
xnl ~ Е:о. Это доказывает расходимость последовательности. 

б) Оценим модуль разности: \xn+p - xn\ = 

1 

1 1 1 1 
ln(n+l) +ln(n+2) + ... +ln(n+p) = 

1 1 1 
= ln(n + 1) + ln(n + 2) + ··· + ln(n + р) > ln(np+ р) >-Р-. п+р 

При Р = n получим lxn+p-xnl > t. То есть нашлось Е:о -любое число 
из интервала (О,~) - такое, что Vn Е N всегда найдется натуральное 
Р (достаточно взять р = n), что справедливо неравенство \х -

1 
> Э n+p 

Xn _ Е:о. то, согласно критерию Коши, и доказывает расходимость 

последовательности. 

5.4. Доказать расходимость nоследователь-ности: 

. 1 . 1 . 1 1 
Xn = sш . + SШ 2 + SШ 3 + ... + sin ~. 

Доказательство. Оценим модуль разности jx"+" - xnl = 

=/· 1 . 1 . 1 1 . 1 1 s1n-+l +sш--2 + ... +sш-- =SJn--+sin--+ ... + 
n n+ n+p n+l n+2 

1 1 sin - 1
- р 

+sin-- > psin-- = ~. --
n+p n+p - 1- n+p· n+p 

Каким бы большим ни взять n, всегда можно выбрать, например, 

sin f- 1 
Р = n, И ПОЛУЧИТЬ \x2n - Xn\ > __ n · -..1.. 2· 

2n 
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sin J.... Так как lim ~ = 1, то найдется натуральный номер no такой , 
n--+oo ~ 

sin --1.... 1 что Vn ? n
0 

::.::rn- > 2 , но тогда получим, что начиная с этого но:ме-
2" 

ра lx2n - xnl > t· Возьмем в качестве С:о любое число из интервала 
(О,~), например , !· Итак, нашлось с:0 = ! такое, что для любого 
сколь угодно большого n Е N, выбирая р = n , имеем вьшолнение 
неравенства lxn+p - Xn 1 ? с:0 . Это доказывает расходимость последо­

вательности . 

5.5. Доказать, что последовательность 

1 1 1 
Xn = 1 + 2"' + 3"' + .. . + n"' 

а) сходите.я npu а? 2; б) расходитс.я npu а::::; 1. 
Дтсазательство . а) Та.к как а ? 2, то имеем lxn+p - Xnl = 

1

1 1 11 1 1 
= (n+l)"' + (n+2)"' +".+ (n+p)"' = (n+l)"' + (n+2)"' +".+ 

1 1 1 1 1 
+(п+р)"'::::; (п+1)2 + (n+2)2 + ... + (n+p)2 < (n+l)n + 

+ 1 + + 1 = (~ - _1_) + 
(n+2)(n+l) ". (n+p)(n+p - 1) n n+1 

( 1 1) ( 1 1) 1 1 1 
n+1-n+2 + .. . + n+p - 1-n+p =;;;-n+p<;;;· 

Выбрав произвольное Е > О и решив неравенство !; < Е, получим, что 
при всех n ? [ ~] + 1 сразу для всех р Е N выполняется неравенство 
\xn+p - xnl < Е, т.е. выполнено необходимое и достаточное условие 
сходимости для данной последовательности. 

1 1 1 
б)Имеем Jxn+n - Xnl = ( ) + ( 2) + ... + ( ) " n+l"' n+"' n+p"' 

1 1 1 р 
>--+--+ ... +-->--. 
- n+l п+2 n+p n+p 

> 

Тогда, каким бы большим ни взять n, выберем, например, р = n, и 

р n 1 
получим \xn+p - Xn 1 > -- = -2 = -2 . n+p n 

Возьмем в качестве Ео любое число из интервала (О,~), например, 
!· Итак, нашлось Ео = i такое, что для любого сколь угодно боль­
шого n Е N существует такое натуральное р = n , что справедливо 
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неравенство lxn+p - хпl ? Ео, что доказывает расходимость после о-
вательности. д 

Замечание. При 1 < а < 2 решение задачи с помощью критерия 
Коши более сложно. На 2 куJ:е в разделе "Числовые ряды" будет 

доказано, ЧТО ЧИСЛОВОЙ ряд 2:: nlQ СХОДИТСЯ при а> 1. 
n=l 

Задачи для самостоятельного решения 

5.6. Доказать сходим.ость nоследовательн.остей: 

) 
. 1 . 1 1 

а Xn = sш 2Т + sш 22 + ". + sin 2n ; 

б) Xn = arcsin 1 + arcsin __!_ + arcsin __!_ + + arcsi·n 
1 

22 32 " . n2 . 

Указание: в~пользоваться неравенствами 1 sinxl $ lxl (х Е R), 

larcsinxl $ 2lxl (хЕ [- 1,1]) . 

5. 7. Доказать сходимость последовательности 

Xn = ао + a1q + a2q2 + ." + anqn, где lakl < М (k =О, 1, 2, ."), lql < 1. 

У-х;азание: воспользоваться тем, что lq\n+l + lqln+2 + ". + lqln+p < 
1 l

n+l 
lqln+l + \q\n+2 + ... = _q __ 

1- \ql 

1 
5.8. 1Доказать 1расходим.ость 1nосле~овательн.остей: а) Xn = 1 + 

Гn2 + м3 + ." + ~; б) Xn = - + - + ... + _1_ (n = 2 3 ) 
v ~ v v v n lg 2 lg 3 lg n ' ' · · · · 

5i9. Доказ~ть расходимость nоследовательн.остеu: а) Xn = sin 1+ 

sin + · + · 1 б) 1 1 ?"2 
1 

sш ij3 ". + sш ?"ii; Xn = arctg ln 2 + arctg ln 3 + ... + 

arctg ln n (n = 2, 3, ... ). 
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